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PREMESSA

Gli argomenti che vengono trattati si riferiscono alle le-
zioni tenute nel corso di Tecnica attuariale delle assicura-
zioni contro i danni dall’a.a. 1980/81 all’a.é. 1983/84.

Particolare rilievo e’ dato agli aspetti fondamentali del-
la impostazione classicae collettiva della Teoria del Rischio,
collegando le possibili situazioni di scelta che st possono
presentare ad una Compagnia ai metodi di valutazione delle di-
stribuzionti di danno afferenti ad un portafoglio assicurato.

Per quanto riguarda i modellt decistonali che si avvalgo-
no come funzione obiettivo dell’utilita’ attesa associata ad un
prospetto aleatortio, con riferimento soprattutto al rapporto
riassicurativo, st e sviluppata l’impostazione originariamente
fornita da K. Borch, circoscrivendo comunque l’analisi agli a-
spetti prevalentemente analiticti di interesse per le strategie
d’Impresa.

Una bibliografia "campione" rimanda 1infine lo studente
agli articoli ed at testi significativi per un approfondimento

deti problemt esaminati.



Capitolo Primo

LE BASI TECNICHE

1. Il rischio dell’ Impresa

Al momento dell’assunzione 1’Impresa individua un rischio
def ([ w e . ;
Plo. ¢] :TT:{N(t),x(t)} attraverso le due componenti aleatorie
~

N(t), numero dei sinistri che in un intervallo [0,t] o periodo

di esposizione colpiranno il rischio assicurato (ipotesi di ri-

petibilita dell’evento), ed %(t) danno patrimoniale. Pertanto
p p

1l primo passo consiste nell’isolare tali componenti al fine di
quantificare propriamente la controprestazione del contraente.
Nei paragrafi che seguono verranno analizzate le distribuzioni
di probabilita che governano le variabili casuali th) ed X(t),
considerando come oggetto di riferimento l’intero portafoglio
assicurato costituito da impegni indipendenti, omogenei e sta-
bili, dove p[o)t] secondo l’impostazione collettiva va inteso

come rischio globale affrontato dalla Compagnia.

2. La distribuzione temporale dei sinistri

Sia T la variabile casuale indicante 1’intervallo di tempo
intercorrente tra il verificarsi di due sinistri successivi.Se-
guendo le linee di impostazione proprie della Teoria delle co-
de, a tale v. c. ¢ associata la distribuzione esponenziale ne-

gativa

~ -A
(2.1) tesF(t) =1-e "
derivante dalla condizione Pr{?:>t} =Pr {nessun sinistro nel-
1’intervallo di ampiezza t} =exp(-At) con parametro A > (. Dal-
la (2.1) ¢ immediata la funzione di densit#, supponendo % as-

solutamente continua:



. At
(2.2) f(t) =F(t) =Ae

Sulla base di tale ipotesi riguardante il tempo degli ar-
rivi consecutivi ¢ possibile individuare il processo aleatorio
numero degli arrivi o sinistri con riferimento ad un generico

rischio Plo. ¢]-

3. Il processo di Poisson

Si consideri il p. a. {N(t)li >0} nell’intervallo [0, t] in-
dividuante il numero di sinistri che possono colpire un rischio
assicurato,con determinazioni intere (v.c. discreta) 0,1,2,...
ed N(0)=0. Tale processo aleatorio soddisfi alle seguenti con-
dizioni affinche sia definito di Poisson:

a)- la probabilita’p,(At) che accada un solo sinistro in (t, t+At),
ovvero nell’intervallo di ampiezza At, e direttamente pro-

porzionale a At, con A costante di proporzionalita”

p1(Dt) =ADt +6(Lt)

. . O(At)
in cui O(At) € un infinitesimo per At—0: lim =
At=0 At

b)- il numero dei sinistri costituisce unprocesso ad incremen-
ti indipendenti, vale a dire ¢€':
bl)- a parametro continuo (0<t <+®);

b2)- fissati comunque gli istanti t e t+At, risulta:
{N(t+At)-N(t)} = v.c. indipendenti;

c)- il numero dei sinistri in (t, t+At) dipende solo dall’am-
piezza dell’intervallo At e non da t,cio€ si evolve ‘ad in-
crementi stazionari:la distribuzione pertanto di {Nt+At)-N(t)}
dipende solo da At e non da t;

d)- p,(0) =0 (n >1) e po(0) =1.

In virtw delle condizioni poste, la probabilita’ p (t) che
accadano n sinistri in un ‘intervallo di tempo di lunghezza t,
associata alla variabile casuale discreta N(t)=0,1,2,..... pucd

essere cosi’ determinata. In t+At risulta innanzi tutto:

(3.1)  p, (t+0t) =p (t)[1-NAL-6(At)] +p (t)INAt+O(Dt)]

in quanto la probabilita che si verifichino n sinistri nel-
1’intervallo [0, t+At] ¢ data dalla misura dei seguenti eventi
incompatibili: ’
i) n sinistri fino a t e nessuno nell’intervallo At
ii) n-1 sinistri fino a t ed un sinistro soltanto nell’inter-
vallo At.
Dalla (3.1):

p, (t+At)-p (t) 6(At)

(3.2) Iy = -Kpn(t)-pn(t)T+

O(At)
At

+Ap, ., (t) +p,_, (1)

e ricordando che 6(At) ¢ un infinitesimo per At —0 si ricava

in definitiva:

(3.3) ﬁn(t) =-Ap,(t) +Apn_1(t)

la quale ¢un’equazione differenziale del primo ordine alle dif-
ferenze, in quanto la variabile t € continua mentre la varia-
bile n e discreta.

Per il calcolo dell’integrale particolare (si ricordino a
tal fine le condizioni al contorno nel punto d)) si puo proce-
dere per via ricorrente. Nel caso particolare n=0 risulta ov-

viamente:
(3.4) po(t) =-Apo(t)
e pertanto l’integrale generale in (o, t]

-At
po(t) =po(0)e

: -\t
e quello particolare, con po(0)=1: po(t)=e

Per n=1 dalla (3.3), tenendo presente quanto ottenuto in
base alla (3.4):

(3:5) pi(t) =-Api(t) +Apo(t)

F. Cetta 2



ovvero

. -At
pi(t) =-Apa(t) +Ae

. . . . *
la quale & un’equazione differenziale lineare non omogenea(").

Risulta:
t
-t AT -AT
pi(t) =€ p1(0) + e e dr

0

e posto p1(0)=0 si ricava:
nt
At =Nt

(3.6) pi(t) =e ANdT = Ate

Proseguendo il calcolo per successivi valori di n, si per-

viene infine alla probabilita cercata pn(t) del processo di

Poisson:
o
-At (At)
(3.7) pn(t) =e _ >0
n!

D’altro canto la generale validita della (3.7) puo essere

provata per induzione. Infatti la (3.3) per n+! risulta:
(3.8) ras (1) =-Apyy (1) +2p, (1)

ovvero

(*) Assegnata l'equazione differenziale e lineare non omogenea del primo or-

dine

X(t)=a(t)x(t) +u(t)

a coefficienti dinamici in [0, t], si ottiene mediante il metodo della va-

riazione dei parametri il seguente integrale generale:

t Toa
f’ : -f a(v)dv
a(v)dv 0
0

T(t)=e $(0) + e u(r)dr
0

Noto quindi il valore iniziale 2(0) = xo si ricava l'integrale particolare.

) At (At)
pn+1(t) =-)\pn+1(t) e ———I—
n'

con l’integrale generale:

t t T
f}\d ‘ Adv
- : 0 Ar (A7)
Pasg(t)=e 0 Paag (0)+ | e e L s
n!
0

Dalla condizione posta pn+i(0)=0 si ricava quindi:

nt1 t n+1 nt1
-At A n At A t
pn+1 (t) =€ ——'-‘,'—-' aT T = @ , n+1
n. n.
0

Ed infine, tenendo presente che (n+1)! =(n+i)n!

n+1
At (Nt)

(3.9) Poyg(t) =e :
(n+1)!

Viene cosi verificato che se la (3.7) e valida per n ri-
mane ancora valida per n+1.

Riguardo al processo di Poisson {N(t):t >0} appena carat-
terizzato sono opportune alcune osservazioni. In primo luogo,
come in seguito si dimostrere nel caso particolare t=1, risul-

ta:

() EIN(t)) =0®[N(t)] =rt

il che naturalmente per la distribuzione del numero dei sini-
stri ¢ limitante considerare media e varianza uguali. Una mi-
gliore aderenza alla fenomenologia effettiva viene fornita dal-
la variabile casuale binomiale negativa appresso definita,

In secondo luogo la funzione di ripartizione associata ri-

sulta:
n h
~ -A A
(3.10) P(n) =Pr{N(t)\<n}=;he t-f—t)——-
B!

(*) In questo caso At rappresenta il numero medio di sinistri che possono

colpire un rischio assicurato nell’intervallo [0, t],
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z ~J
Per n =+, in base al Teorema del Limite Centrale, N(t)
tende in distribuzione alla variabile casuale Normale standar-
dizzatacM?O,i) e quindi con buona approssimazione:

P(n) %Jﬁ n-\t

Vit

In terzo luogo, nel caso di processo di Poisson non omo-

geneo (vale a dire con parametro A=A(t) dipendente esplicita-

mente dalla variabile t), al posto della (3.7) si dovre consi- -

derare la probabilita

J N(u)du A(u)du

(3.11) p,(t) =e .

Infine un’ultima osservazione.

Quanto esposto fin qui puo’ essere agevolmente inteso sot-
to 1’ipotesi che 1l rischio Plo, t] preveda al verificarsi un
esborso unitario a titolo di risarcimento.Per un importo qual-

siasi S invece si avra:

E*[N(t)] =AtS o*IN(t)] = SNt

4. La funzione generatrice delle probabilita

In questo paragrafo viene definita la funzione generatri-
ce delle probabilita G(z), con z variabile reale, mediante la
quale sara poi possibile calcolare i vari momenti di assegnate
distribuzioni; nel nostro caso interessera precipuamente deter-
minare la media e la varianza della variabile casuale di Pois-
son che, come visto, caratterizza il processo stocastico
{N(t);t >0} del numero dei sinistri relativi ad un rischio as-
sicurato. Si indichi a tal fine con p(x) la probabilite asso-
ciata ad una variabile casuale discreta ¥=0,1,2,..... e defi-

niamo funzione generatrice delle probabilita la seguente serie

di potenze:

(4.1) G(z) g——ifozxzxp(x) =p(0) +2p(1) +2°p(2) +.....
E’immediato che

(4.2) p(0) =G(2)|

D’altra parte la derivata prima di G(z) risulta:

d - - ‘ C g
——G(z) =p(1) +2zp(2) + 3z p(3)
dz

e quindi:
g -
(4.3) p(1) =——G(z)
dz _
z=(
Si verifica in generale per la derivata x-sima:

x

G(z) =x'p(x) + [(x+1)x....2. 11 zp(x+1) +.
dz*

e di conseguenza:
X

1 d
(4.4) pa) ==—s

G(z)

x
x!  dz -

La (4.4) fornisce per 1’appunto la probabilita di una de-
terminazione della v.c. ¥ non appena sia nota la funzione ge-
neratrice delle probabilita’ G(z). Cosi’ ad esempio se G(z)=

= exp(-A(i-z)), si ricava:

x

- x -AN(1-2z)
G(z) =N e
dz”
ed in base alla (4.4) per 2=0:
x
YN
p(x) = e

x!

. ~ : :
vale a dire x e una v.c. di Poisson con parametro A.

In forma generale ‘la derivata n-sima di G(z) puo essere
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scritta come segue:
n @
(4.5) G(z) =Zxx(n)xx-np(x)
dz" °
. . (n) | - ; ; ; ;
in cui x viene definito polinomio fattoriale e risulta:
0 per x<n
L S ) P (x-n+1) = :
x|

_— per x2>n
(x-n)!

Cio’ che interessa e poter calcolare i momenti di una ge-
nerica v.c. discreta unavolta nota la funzione generatrice del-
le probabilita’. Risolvendo pertanto la (4.5) per z=1 si ottie-

ne:

(4.6)

Gz)| =2 ™ orx) ﬂfz(x("))

0o X

dz"

z=1

vale a dire 1l valor medio del polinomio fattoriale (momento
fattoriale) per ogni valore di n.

In particolare per n=i E(x(n) =E(x) e quindi

. d
(4.7) E(x) = = G(z)

2= 1

Ancora, per n=2:

E(x(Q)) =E[x(x- 1)]~=E[x2-x] =E(x2)_E(x)

e quindi
E(x%) = E(x‘m) +E(x)
cioe”
2 d2 d -
(4.8) Efg") =+ G(%) + — G(z)
dl2 z= 1 dz 271

Dal momento che Ug(x)=E(x2)-(E(x))2,si ottiene dalla pre-

cedente espressione, tenendo presente la (4.7):

2 ~ 92
I

2 d < od - d -
(4.9) o (x) =—— G(z) +FZ—G(2)I - F;G(Z)
z=1 z=1j

dz
Le relazioni (4.7),(4.8),(4.9) in definitiva costituisco-

2= 1

no la base di calcolo per il valor medio e la varianza di un’as-
segnata variabile casuale non appena sia nota la funzione ge-
neratrice delle probabilita.

Per quanto esposto in precedenza, la funzione generatrice

-N(1-
G(z) =e =% individua la distribuzione di Poisson. Verifi-

chiamo quindi che media e varianza coincidono.

Per quanto riguarda la derivata n-sima si ha:

n

R N(1-
G(z) A" M1 %)
dz"
e pertanto:
d - A (1-
(4.10) E(x) =——G(2) PP S ok Y
Z
z=1 z=1

E per il momento secondo rispetto all’origine:

2

d A (1- :
E(x) = 2 G(2) == G2y = AZeM TR L a oz
d22 dZ
z=1 z2=1 z=1
Dalla (4.9) quindi:
(4.11) g (2] = A e X =X" =)

A chiusura del presente paragrafo si intende evidenziare
una importante proprieta relativa alla somma di n variabili ca-
suali discrete ;1,§2,....,§n con distribuzioni ®(yi), ®(y2), ...

..., ®(y,) e funzioni generatrici G;(z) (i=1,...,n).Nel caso in
n
. . . . . ~ . .
cui le yi siano indipendenti, posto x = %Diyi ed indicando con

G(z) la funzione generatrice della variabile casuale somma %,

G(z) =7lci(z)

si ottiene:



- 16 -

In particolare se ogni yi e una variabile casuale di Pois-
son di parametro A, con G;(z) =exp(-A;(1-2)), risulta:
n
A (1-2) =e'(1‘l) ZI-A‘

1 1

(4.12) G(z) =7:YiGi(z) =7Iie

Ponendo Z:i A. = ¥ s1 ricava:

G(z) =exp(-v(1-2))

e di conseguenza

1 T -

[lei)\i DY Y oy
(4.13) p(x) =—— e 1!

x! x!

Tale relazione (4.13) pone in evidenza che la variabile
casuale ¥ somma di n v.c. di Poisson € ancora una v.c. di Pois-

son con parametro 7.

5. La variabile casuale Binomiale negativa

Si e avuto modo di accennare nel terzo paragrafo che una
migliore approssimazione della sinistrosita € fornita dalla di-
stribuzione della variabile casuale binomiale negativa: € op-
portuno quindi approfondire il problema in esame fornendo le

basi e le ipotesi di lavoro.
a

o ~ ; ey
Indichiamo con % =2;Z ?i la v.c. somma di O variabili ca-
suali geometriche. Tale v.c. € definita Binomiale negativa e
rappresenta il numero di prove bernoulliane necessarie per con-

seguire un totale di ® successi, con probabilita’:

x-1 a x-a
(5.1) %~p(x) < >p q

x- 0

i

x=0,0+1,a+2, ...

Si ricordi che:

i P

= 1% -

i) la corrispondente funzione generatrice risulta G(z)=
a

pz
1-2(1-p)
aq

11) B(x) = =L, o%(x) =—i
p p

In pratica, al fine di evidenziare la numerosita dei si-
nistri e preferibile rappresentare la variabile casuale Bino-
~ -
miale negativa con N(t)=n, laddove figurano due parametri @ e
g=1-p:
oa+n- 1
~
(5.2) N(t) ~ pﬁ(t) = p q
n
conn 0,1,2,.... ed a>0.
Tale trasformazione formalmente € ottenibile dalla (5.1)

mediante la semplice sostituzione x-d=n. Infatti:

x< 1 Cy0+n- 1

a x-Qa
(5. 8) p(x)= p g —p;(t)= P g
x-0Q n
Per quanto concerne la dipendenza di pﬁ(t) dalla variabi-

1

le temporale t, risulta in questo caso: ¢ =

1+ —

Al tendere di 0= +®, con dqg =cost, la distribuzione Bino-

miale negativa converge a quella di Poisson con media 0gq.

6. La distribuzione dei sinistri per importo del danno

Relativamente ad un rischio assicurato, indichiamo con %
la variabile casuale importo del danno e con S(z) =Pr{%< z} la
rispettiva funzione di ripartizione, ovvero la probabilita che
verificandosi un sinistro sia esso di importo minore od uguale
a z. Si supponga altresi che 1’operatore assicurativo sia in

grado, mediante specifiche rilevazioni statistiche sul porta-

F. Cetta 5



foglio,di stimare la distribuzione S(z) che in pratica puo es-
sere associlata:

& ~ . .

a)- ad una v.c. assolutamente continua z con funzione di

densita

B
s(2) = ——S(z

tale che pertanto con‘s(z)dz s’intende la probabilita che un
sinistro sia di importo éompresp tra z e z+dz;
b)- ad una v.c. discreta,oppure ad una v.c. mista, oppor-
tuna combinazione di tipo assolutamente continuo e .discreto,
Ad esempio, secondo l’impostazione di tipo misto, il mo-

mento k-simo rispetto all’origine risulta:

@
E k
(6.1) Ky = z s(z)dz + %:zipi
0

ovvero, in forma piu compatta, tenendo presente i punti di di-

scontinuita’:

@

k
(6.2) p=| zds(z)

Per k=1
[o0] [s¢]

(8.8) M1 == zdS(z) = zs(z)dz

e definito danno medio.
Nell’ipotesi di continuita’ e derivabilita della S(z) una
prima buona approssimazione € fornita dalla funzione di ripar-

tizione della variabile casuale esponenziale negativa:

(6. 4) S(z) =1-¢ = (a>0, z30)

In generale € possibile ottenere la funzione di densita
s(z) della (6.4) dalla seguente densita,relativa ad una varia-

bile casuale Gamma generalizzata, ponendo b=0:

b+ 1
a b -az

(6.5) —i-S(z) =s(z) =—— z e (z>0, b>-1)
dZ I_‘(b+1)

Riportiamo nel grafico la struttura della (6.5) al varia-

re di alcuni valori del parametro b:

s(z) A
b=4
a
b=1
b=0
o -
0 -
z
In termini generali sia:
14
A v-1 -Az
(6.6) s(z) = z e
I'(v)

® -
= =
con v=b+1, A=ga, r(v)=Jr 2 e zdz. Se v € intero, [(v) = (v-1)!
0

Nota la funzione generatrice dei momenti Fz(d) della v.c.
gamma, 1l calcolo della media e della varianza € immediato.Di-

fatti, dato che

e ~ Y
(6.7) F (x) =M(e )=( )

A-0Q
risulta:
dF (a L Y
* la=o = (A=) " Jy=g
. dQF((Y,) }\- v-2 }\2
M(z") = - = Wv-1) y " +
do” o= g )|,
v- .
A M (A-) v v
' A-a 4 l “RE C sE
)t o, A7 A



(6.9) o’ (z) =M(z%) -M(2)° =

2

Altre due funzioni di densita’ approssimano bene il com-
portamento della variabile casuale %:
a)- la distribuzione del Pareto

a-1

a
z

s(z) =

1<z <+, o >2

b)- la distribuzione Logonormale

(logZ-u-)2
s(z) =—-—1—-—e 202
2o¥/2m
con i importo medio del danno.

E’ importante notare che attraverso le distribuzioni del-
le variabili casuali N(t),numero dei sinistri che possono col-
pire un rischio assicurato, e Z, importo del danno, e’ possibi-
le affrontare 11 problema della quantificazione dell’onere per
la Compagnia relativamente ad unportafoglio costituito da con-
tratti indipendenti, omogenei e stabili; tale analisi viene
svolta nel prossimo paragrafo. Quanto andremo considerando €in
effetti la stima della responsabilita’ dell’Impresa nei confron-
ti di un rischioc soggetto alla ripetibilita’ dei possibili si-
nistri; il fatto di prendere in considerazione unipotetico por-
tafoglio ¢ soltanto dunque un puntb di vista che accomuna im-
pegni simili al fine di determinare univocamente la prestazio-

ne globale.

7. La distribuzione generalizzata di Poisson

Estendiamo 1’analisi fin qui svolta considerando ora un

. 3 . o ~ ~ . . . .

ipotetico portafoglio <ﬁ(zl,22,...,zk) costituito da k rischi

indipendenti (piw avanti formuleremo anche 1’ipotesi di somi-
. . . . . . ~ . .

glianza tra le varie variabili casuali Z5, che in sostanza ri-

flette la condizione di omogeneita). Il problema che si inten-
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de affrontare consiste nel determinare la distribuzione di pro-
babilita F(x,t) dell’importo totale dei sinistri %, che posso-
no aver luogo durante unprefissato intervallo temporale di am-
piezza t, La distribuzione del numero dei sinistri (variabile
casuale ﬁ(t)) si suppone poissoniana e la distribuzione S(z)
relativa all’importo di un rischio sinistrato (variabile ca-
suale ;j) si suppone nota, del tipo in precedenza trattato.

La funzione di.ripartizione da esaminare sia dunque
F(x,t) =Pr{¥(t)< x}, ovvero la probabilita del verificarsi di
un evento dannoso X(t) =% gx. Tale evento composto, qualora si
tenga presente l’ipotesi di ripetibilita, puo verificarsi se-
condo le seguenti modalita’:

1)- nell’intervallo t nessun sinistro si verifica;

2)- si verifica un solo sinistro, N(t) =1, e 1’importo corri-
spondente ‘Tisulta < «x;

3)- si verificano due sinistri, N(t)=2, e 1’importo totale ri-

sulta < x;

Cio’ posto, indichiamo con p,(t) la probabilita’ che si ab-
biano k sinistri e con S,(x) la probabilitd condizionata che,
allorquando il numero dei sinistri sia esattamente uguale a k,
la somma dei danni sia < x.

Si ottiene pertanto per quanto concerne la funzione di ri-

partizione F(x,t) della variabile casuale %:

28]
(7.1) F(x,t) =2;:kpk(t)sk(x)
Se si formula l’ulteriore ipotesi che gli importi dei sin-
goli sinistri 7} (j=1,2,...,k) siano somiglianti, cioe’ a dire

con medesima distribuzione,allora la funzione Sk(x) nella (7.1)
e notoriamente la k-sima convoluzione di S(x),la quale puo es-
sere determinata per via ricorrente:

x

| def k»
(7.2) S, (x) = Sk_i(x-z)dS(z) = S (x)
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Sostituendo nella (7.1) alla probabilita p,(t) 1’espres-
sione di Poisson e tenendo presente la (7.2) si ricava infine
la seguente funzione di ripartizione,definita funzione di Pois-

son generalizzata:

@ k
(7.3) F(x,t) f—i—fgke'xt (i) s* " (x)
k!

In altri termini la (7.3), tenendo conto sia della nume-
rosita’ che dell’importo dei sinistri, generalizza per 1’appun-
to la situazione in cui un rischio venga sottoposto ad evento
dannoso ripetibile con esborso di un risarcimento unitario.

Alcune osservazioni si rendono opportune a proposito del-
1’operazione di cdnvoluzione (v. Appendice al Capitolo brimo)
8**(x), Prima di tutto la k-sima convolnzione. di S(z) pud es-

sere data da:

x

k k-1)»
(7.4) s “taj= ] 3% 0 aydspay
0
ko« . . .
per k=1,2,3,..... dove pertanto S (x) € la funzione di ripar-
tizione della somma di k distinte variabili casuali importo del
danno
k
~ ~ A ~ Y
Xp=Z1+Zg+Zgt.... +2) =L 7,

distribuite secondo S(z). boniamo Si.(x):=S(x) con S(0) =0; e
dal momento che cio implica'Sk.(O) =0, definiamo per quanto se-
guira’;
0 se x <0
SO‘(x) i

1 se x>0

Vediamo ora,come immediata applicazione, la trasformazio-
ne esplicita della funzione generalizzata di Poisson nell’ipo-
tesi didistribuzione esponenziale negativa della variabile ca-

suale 3}, A tal fine, per la (7.3):

@© © k
ks At ()\.t) ko«
(7.5) F(x,t) =§;kpk(t)s (x) =;;ke L S (x)
Ricordando che la funzione di ripartizione della v.c. dan-

no €
- Z
S(z) =1-e (z>0; a=1)
. k o« ;
si ricava prima di tutto la convoluzione S (x) dalla relazio-

1# :
ne ricorrente (7.4).Per k=2, tenendo presente che S (x)=S(x):
’ T - (x-1)
* - xX- 2 -: L -x
(7.6) S2 (x) = S(x-2)dS(z) =t/7 {1—e }e dz =1-e (1+x)
0 0

Ripetendo la medesima procedura per ulteriori valori di
E, si ottiene in generale:
k-1 j

(7.7) sttay -1t L I (k1,03
j!

e quindi possiamo scrivere, per la (7.5):

2 k k-1 j
- = t _ x

(7.8) F(x,t):et+zket_1_ex§:___
' k! B j!

' -t
laddove si ¢ posto per semplicita A=1, ed il primo termine e

a secondo membro della (7.8) ¢ il valore della F(x,t) nella
(7.5) per k=0. Data la complessita dello sviluppo successivo
della (7.8), riportiamo per comodita del lettore soltanto il

risultato terminale, ovvero:

(7.9) F(x,t)=1-¢ | e Io(24/%s) dx

in cui Io(*) ¢ una funzione di Bessel modificata.



8. I parametri fondamentali

Al fine di poter calcolare il risarcimento globale medio

E(x) ed il valore di dispersione intorno ad esso, la varianza

2 ; . . : .
o (x), si procede con il considerare di nuovo la somma
lad ~ ~ A’ - 5
X,=2Zy*+Zo*....+z,. Poniamo dunque con

(8.1) ;L=f 2dS(z)
0

. . . . . . ~

la media di ciascuna variabile casuale importo del danno zZ; nel-

la condizione gia espressa nel precedente paragrafo di indipen-
. . . . k= . ’ ’

denza e somiglianza.Posto ancora con S (x) la funzione di ri-

partizione della somma ;k’ avremo naturalmente E(xk)=kp. Dalla
(7.3)

o]

k
F(x,t) =Zo;‘ke-)\t (}\.t) -Sk.(x)
k!

con la posizione At =n, possiamo scrivere:

® k
(8.2) F(x,t) =;ke-n-£—’—8k‘(x)

Vogliamo determinare E(x) e verificare che risulta:

(8.3) E(x) =Atp =nu
Infatti:
@ - k ® ® k
n n n n
(8.4) E(x) = xdF(x, t) =;ke 7 xdS  (x) =;ke ? ku
0 0
e notando che
% k
-n n
(8.5) e ken e

quindi 1’asserto (8.3).

SIST——
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Indichiamo ora con s i1l momento secondo rispetto all’o-

. . . . . o ~ .
rigine della generica variabile aleatoria Z;, vale a dire:

Lo =L[ szS(z)
0

Poiche si € formulata 1’ipotesi di indipendenza e somi-
glianza, € possibile determinare tale momento per la variabile
casuale ?k:

@

b g .

x2dS (x) =kpo - ku® + k7n® sk, +k(k-1)p
0

(8.6) E(x;) .

Da quanto esposto si ricava pertanto il momento secondo

della variabile casuale %

@
E(x?) = xQdF(x,t) =
0
(8.7)
S ¢ S k(k-t)n”
-n n 2 o n 2 92

In definitiva, ricordando che UQ(x)=E(x2)-[E(x)]2, segue:

©

(8.8) o%(x) = { (x-np)dF(x, t) =Ntus = nu,

F. Cetta



APPENDTICE

A.1 La v.c. di Bernoulli

Sia ¥ una variabile casuale discreta suscettibile di as-
sumere le possibili determinazioni (0,1), ad esempio se % € la
v.c. numero dei sinistri zero rappresenta il non verificarsi
dell’evento mentre uno il verificarsi di un solo evento. Asso-
ciata a ciascuna determinazione la probabilite p e g=1-p, si

avra 1] seguente schema:

p se x =1
p(x) =
q=1-p se x =0
ed in una prova

-x

p(z) =p (ip)"

x=0,1 0<p <1

(A-1.1)

dove p sisuppone invariante (indipendenza quindi delle prove).
La v.c. di Bernoulli gode delle seguenti proprieta’ carat-
teristiche:
a)- funzione generatrice delle probabilita’C(z) =pz +(1-p)
b)- E(x) =p  wvar(x) =p(1-p) =pg
Dalla combinazione lineare di n v.c. di Bernoulli indi-
pendenti si ottiene la variabile casuale Binomiale, come ap-

presso specificato.

A.2 La v.c. Binomiale

Consideriamo un esperimento consistente in n indipendenti
sottoprove bernoulliane; vale a dire 1l risultato di ciascuna
prova sia di tipo booleano (0,1). Sia ¥ la v.c. indicante il

. . ~ -~/
numero di successi nelle nprove.Posto con yl,yg,...,yn (7i=0,1)
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ogni variabile bernoulliana, si ottiene:

con probabilita’

(A-2.1)

B X n-x
p(x) =(x>p q

el 2e3: . v x=0,1,2,...,n

’

0<p<1

Sussistono in questo caso le seguenti proprieta:
n
a)- funzione generatrice delle probabilita G(z) =[pz+(1-p)]
b)- E(x) =np var(x) =npgq

A.3 La v.c. Geometrica

Analogamente alla v.c. binomiale,la variabile casuale geo-
metrica € collegata alla v.c. di Bernmoulli. Sia ¥ pértanto la
v.c. rappresentante il numero diprove bernoulliane (%=1,2,3...)
necessarie per ottenere il primo successo (determinazione 1).
Posto con p la probabilita di ottenere uno in ogni prova ber-
noulliana e con g=1-p la probabilita contraria di ottenere ze-

ro, nel caso in cui uno appare alla x-sima prova, si avra’:

x-1
(A-3.1) p(x) =p(1-p) vl 2,3, ssnn

In questo caso ricordiamo che:
pz
1-z(1-p)

a)- funzione generatrice delle probabilita G(z) =

b)- E(x) =1/p

Dalla combinazione lineare di n v.c. Geometriche si ot-

var(x) =q/p”

tiene la variabile casuale Binomiale negativa.

A.4 L’operazione di convoluzione

Si supponga, per fissare le idee, di considerare le suc-

cessioni numeriche
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{ak} ={a0,a1,a2,....,ak,....}
(A-4.1)
{bk}z{bo,bl,bg,....,bk,. }
Def.
La successione {ck}={co,...ck...} e definita convoluzione

tra {ak} e {bk}, e scriveremo

(A-4.2) (e} ={ay} « {by)

dove 1l termine generico k-simo di {Ck} risulta:
k
cy =;;¢ a;b,_; (b, ;=0 se k-i<0);

co = aobo;
c1 =aoby +a.bg; cp = aobk + albk-i + agbk_Q +... 4+ ak-jbl + akbo

L’ operazione di convoluzione * gode della proprieta com-

mutativa, associativa e distributiva rispetto alla somma:
{a b)) = (b3 +a,);  [{a}o{b, 1] wlc,) = {a}[{b, )+l }];
{ak}*{bk+ck}={ak}*{bk} +{ak}*{ck}

Inoltre la convoluzione di {ak} con se stessa effettuata

n volte porta alla convoluzione n-pla, cio¢:

(A-4.3) {a }+{a,} « ... s {ay} = {a,}""

e per 1’associativita vale la relazione

n=* (n-1)»

(A-4.4) {ak} ={ak} *{ak}

che si e avuto modo di applicare nel caso continuo.
. . -~/ ~ . . . . . .
Siano, ad esempio, X; e X, due variabili casuali indipen-
denti che possono assumere le determinazioni 0,1,2,... con pro-

babilita rispettivamente

Pr{%,1=k} = ak e Pr{%2=k} = bk

La variabile aleatoria S=x;+X, pud pertanto assumere le

determinazioni 0, 1,2,... con probabilita
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Po =Pr{(%.,=0)v(%2=0)} = aobo

P, =Pr{(%1=0)U(;2=1)}+Pr{(%1=1)U(;;=0)} = aobitasbo

P, =Pr{(%,=0)0(¥%2=k)}+Pr{(%1=1)0(Fo=k-1)}+.. . +Pr{(X1=k)u(%2=0)}=
=aobk+a1bk- 1+. - ® +akbo

Si noti, quindi, che la successione {P,} delle probabili-
ta della v.c. g'e’il risultato della convoluzione tra le suc-

cessioni {ak} e {b,} delle probabilite di ¥, e Xy

(A-45) {Pk}={ak}*{bk}

Nel caso poiparticolare che n variabili casuali siano in-

dipendenti e somiglianti,cioe tutte con uguale probabilita a,,
b g . . .

la somma di esse S ammette come successione delle probabilita

la convoluzione n-pla della {ak}:

(A- 4.6) AP = e

Analoghe considerazioni possono essere svolte agevolmente
qualora si tratti con variabili casuali assolutamente continue.
Date quindi due v.c. ¥ ed ¥y con funzione di ripartizione o(x)

e Y(y), la convoluzione tra le due risulta:

(A-4.7) o« (k) = Pri{¥+y<k} = ff do(x)y(y)

z+y<k
Applicando a tale relazione il Teorema di Fubini, si rica-
va:
+0 k-x +0 +0
di(y)da(x) = | P(k-x)do(x) =

- 0 - -0 -

(A-4.8) @*y(k)= a(k-y)d(y)

Nel caso in cui infine si considerino n v.c. indipen-

denti e somiglianti con funzioni di ripartizione &(x) si avra®

v 0% ... #0,(k) =0 (k)
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Capitolo Secondo

IL PREMIO NELLE ASSICURAZIONI RAMI ELEMENTARI

1. Considerazioni generali

Si € visto nel precedente capitolo quali siano i fonda-
menti probabilistici che costituiscono la base tecnica per 1l
calcolo delle prestazioni assicurative. Sempre rimanendo in un
intervallo di gestione.prefissato [0,t], al fine di pervenire
ad una formulazione organica del premio puro necessario a ga-
rantire le possibili coperture, occorre premettere alcune con-
siderazioni che andremo nel prosieguo sviluppando.In primo luo-
go il premio viene calcolato, salvo delle varianti, in base al
principio di equivalenza attuariale il quale concretamente si
traduce nel valore zero della somma algebrica delle speranze
matematiche dei contraenti, e quindi nella posta che ciascuno
di essi dovrebbe disporre per partecipare ad un gioco equo. Ri-
cordando allora che una generica situazione di rischio e rap-

presentata da

(1.1) oo, t]={ﬁ(t);9c‘(t)}

ovvero dalla distribuzione dell’importo dei futuri sinistri
F(x,t), il premio 7p di equilibrio attuariale risulta, in base

a quanto detto:

o ®
€123 wg,f.—e..f xdF(x,t) =At| 2dS(z) =Atu
0 0
®
dove si € indicato con u = zdS(z) il danno medio relativamen-
0

te ad ogni rischio assicurato, e con At il numero medio di si-

nistri che possono colpire il rischio nell’intervallo di am-

piezza t nella ipotesi di ripetibilita’

2. I criteri di valutazione del premio

I1 premio, relativo ad un periodo di osservazione lo, t]
che in concreto si traduce nel periodo di ampiezza unitaria (un
anno solare), puo essere considerato dunque come l’equivalente
certo che un individuo e disposto a pagare per partecipare ad
un gioco equo. Indichiamo con T una trasformazione applicata
alla distribuzione F(x,t); ovvero, per evidenziare l’operazio-
ne di scambio di un importo certo 77 con un esborso aleatorio

%, poniamo:
(2.1) 'ﬁ:ﬂja="5[F(x:t)]

sempre nell’ipotesi di un portafoglio costituito da rischi o-

‘mogenei ed indipendenti. Tra le possibili trasformazioni 0 ri-

cordiamo, come criteri di valutazione, le seguenti posizioni:
a)- Il principio del valor medio

In questo caso

@©

(2.2) ‘g[F(x,t)] =(i+co)E(x) =(1+co){ zdS(z{]At = (1+co)Atu
0

laddove si € posto con cg un opportuno caricamento di sicurezza.
b)- Il principio di deviazione standard

Secondo tale principio si considera sia la media che lo
scarto quadratico medio della variabile casuale danno. Vale a
dire:

(2.3) BLF(x, 1)) =E(x) +Bo(x) =Atu + BAAtp,

dove come e noto

[s9]

po = | 2°dS(z)
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c)- Il principio dell’utilita attesa

Con riferimento ad una funzione di utilita cardinale u(*)
di tipo convesso,ovvero tale che u’(*) >0 ed u“(+) <0, il pre-

mic 7 viene determinato dalla seguente condizione:
(2.4) Elufm-x)} =u(0)

la quale stabilisce per 1’Impresa una equivalenza tra ‘l’utili-
te attesa afferente alla condizione rischiosa propria dell'as-

sicurabilite di un rischio e 1’7utilita di un importo nulle in

condizioni di certezza. Questo particolare aspetto verra ang-

lizzato nel Capitolo Terzo; per il momento ci soffermeremo sul-
la determinazione del premio # secondo il principio di cui al

punto a} trascurando il caricamento di sicurezza.

3. Le limitazioni della copertura assicurativa

Quanto esposto ci consente di esaminare la formulazione
del premio puro sia in caso di copertura illimitata sia nella
condizione, usuale nel rapporto assicurativo,di una limitazio-
ne superibre (massimale) ed inferiore (franchigia assoluta o
relativa). Supponendo: t=1,- il premio in assenza di limitazioni
per la {1,2) risulta pertanto:

@ o0

(3.1) me=A| zdS(z) =A

0 0

ze(z)dz =M

Nel caso 'in cui si preveda l'istituzione di un massimale
m, in luego della (3.1) si avran

m [5¢]

(3.2) Tim) =X zs(z)dz +m

0 m

s(z)dz | =Au(m)

in cui pfm) e definite risarcimenio medio:
] o n

zs(z)dz +m| s(z2)dz =
LI ¢

(3.3) wfm) = 2dS(z) +n[1-8(n)]

0
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Introducendo ora una franchigia assoluta k, la (3.2) di-
venta:
{3.4) m(k,,m) =A (z-k, )dS(z) +(m-k ) dS(z) | = ulk ,m)
k ) m

a

mentre con franchigia relativa kr:

m o0

(3.5) ik, m) =M 2dS(z) +m | dS(z)}=hu(k ,m)
’ kr m

Occorre sottolineare che 1l premic pud essere anche de-
terminato non facendo -riferimento ad una distribuzione di pro-
habilita S{z),bensi’ ad una distribuzione di frequenza 9(z) del-
1’importo del sinistri, desunta da appropriate indagini stati-
stiche sul portafoglio assicurato. Indichiamo pertante con:
N = numerc dei rischi (polizze) indipendenti ed omcgenei co-

stituenti i1l portafoglio;

n = numero dei sinistri osservati;
i ;
7; = numero medio di sinistri imputabili ad un rischio assicurato;
®(z)dz = numero di sinistri il cui importo € compreso tra
z e z+dz,

Il danno totale ed il danno medio divengeno alloza rispet-
tivamente:

[s4] &

(3.6} A ii! z9(z)dz ;@ ii;.f_

0 0

zpf{z)dz

Dalla {(3.6) ¢ immediato il carcolo del premio pura:
L]

2¢{z)dz
0

(3.7) def A
. T === =
N

‘-_H

a =

n 1
N N

In presenza di massimale m dovremo invece considerare il

risarcimento totale ed il risarcimento medio:

F. Cetta . 5
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de; ' d
(3.8) Atm) 2L | so(zpdzan | o) amm) S L am)
, 0 . n
da cul l’espressione del premio
m ®
def A 1
(3.9} 7(m) =ij Sy) =§% afm) = v 2p(z)dz +m m(;)dz
d m

E'ovvia 1’estensione della'(3.9) qualora si introduca una

franchigia assoluta o relativa:

iﬂA(k“’m) n

kE, = — ,
m( a m) N N a(ka mn)
(3.10)
def Alkm)
k 3 T ee———aeeras S r— )
(k ., m) " m alk ., m)
dove
def 1 "
alk ,m) == — (2-k_)9(z)dz + (m-k_ ) 9(z)dz
. ky n
(3.11)
alk ,m) égg‘QL 29(z)dz +m p(z)dz
n .
k n

-
E’ interessante a questo punto osservare come viene scom-

posto il premio attraverso le sue componenti al fine di eviden-

ziare la possibilita’ del ripetersi dell’evento dannoso. Indi-

chiamo allora con:

v = numero del rischi sinistrati, cioe' i rischi che hanno pro-

vocato gli n sinistri {vgn);

n
% =—= numero medio del sinistri imputabili ad ogni rischio
v
sinistrato (¢ =1 se 1] fenomeno ¢ non ripetibile);
v

|

frequenza dei rischi sinistrati, cioe la frequenza o pro-
babilita’ statistica che un rischioc assicurato provochi nel-

l1'anno almenc un sinisgtro.

La determinazione del premio, quindi, riferendoci alla so-

la limitazione del massimale, risulta cosl’ scomposta;

m 1))

z¢(z)dz+m| @fz)dz
def '

(3.12) m(m) =2 —;-Oﬁa(m) -

v
I T

Dal confronto di tale espressione con la (3.2) si rileva
immediatamente che guest'ultima & una misura piv sintetica re-
sa possibile soltanto mediante le ipotesi che stannc alla base
del processco di Poisson, Si ricorda inoltre che nella terminoé_
logia tecnica i rapporti n/N, v/N, n/v, sono definiti rispet-
tivamente coefficiente sinistri, frequenza dei rischi colpiti

e coefficiente di ripetibilita.

}(4. Le basi empiriche

Sio¢ analiziata fin’ora la formulazione del premio puro 7
basandoci sulla conoscenza della funzione di ripartizione S{z)
oppure sulla struttura analitica di una funzione di frequenza
®(z) relativa ad un portafoglio assicurato di N contratti. In
pratica una Compagnia dispone di rilevazioni statistiche di-
screte riguardanti un portafoglio ripartito in classi di ri-
schio, e dall’esame delle varie componenti della sinistrosit#
¢ possibile determinare, facendo riferimento a termini moneta-
ri di esposizione, la quote denni 7, vale a dire il tasso di
premio necessario a copertura degli impegni .contrattuali. Si
supponga pertante di disporre dei dati riportati nel prospetto
che segue per m classi dirischio: nella prima colonna sono pre-
senti i valori centrali ¢, delle somme assicurate perogni clas-

s5e;

H

nella seconda, il numero dei rischi assunti N ; nella ter-
za, l’esposizione totale G,=c N, (somma assicurata glébale in
ogni classe}; nella quarta, il numero dei - sinistri n ; nella
quinta, le somme sinistrate V,=c.n.; ed infine nella sesta co-
lonna vengono riportati gli importi dei sinistri 4, in ogni

classe di appartenenza,



Basi empiriche per il calcolo della quotae danni

Numero dei

Importo dei

Somme

Esposizione

Numero dei

Somma

Classi di

assicurata

totale sinistri sinistrate sinistri

rischi

rischio

N, Cq=c.N; na Vi=cun, 4y

Ca

Ng CQ=C2N2 no VQ=CQn2 AQ

Co
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La quota danni risulta quindi fornita dal rapporto totale

denni/totale esposizioni:

>
[y

g

FI

(4.1)

s |=™]=
=
™=
a

A_
C
;.c. P

2 1 b L

E' possibile scomporre la f4.1) attraversec le componenti

di rischio come gia visto per il premio 7, Infatti,ponendo con

def E.n.

n . 11 1
(4.2) p== =
%;iNL

la probabilita di danno,

mn
' def A Ay LA,
(4.3) K= —= -
V n m
);‘i Y Eg_:icini

il grado di danno, cioe’ a dire la porzione media distrutta da

danni delle somme assicurate colpite (somme sinistrate),

m "
~def ¢ 4G el
C-—“TV-=M ) m

é:iNi %:iNa

(4.4)

i} 1]
_def v EuVs _Zﬁl%ﬂt
e a e

i 1 it

Sy Sun,

1a somma assicurata media (C} e la somma assicurata media col-

pita da danno (v},



n

2. c.n

Lt L
)

d v . n

(4.5) g LY TH
C n

ZiriciNz

il peso del rischio colpito,ovvero l'incidenza della somma si-
nistrata media sulla somma assicurata media, la (4.1) puo es-

sere gquindi scritta:

—

_KV Knv
C

(4.6) T A = = plg
C CN
la guale pone in evidenza come la quota danni sia in sostanza
la risultante di tre fattori o componenti di rischio; la pro-
babilite’ di danno o coefficiente sinistri (p),1]1 grado di dan-
no (K) ed il peso del rischio colpito (g).
E'immediata, da quanto esposto, la relazione intercorren-

te tra 7 e 7, Infatti, ricerdande che:

oA

(4.7) nd=‘”ci=.._i.l__‘_.
N R

;;iNt

n n
Z:-C- 2. ¢ N
¢ ..
(4.8) 7T='T'——-=Til T-=T11 [
. N n m
220N, 200W,

Nel caso particolare che in ciascuna classe si consideri

allora

la stessa somma assicurata c.=¢,
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m oom
c =2;jc1NL§<:§:lNl=cN

e pertanto la ovvia relazione 7 = Te,

5. L'influenza monetaria

Le variazioni del potere di acquisto della moneta altera-
no nel tempo 1 rapporti tra Impresa ed assicurati, dando ori-
gine come primo problema di interesse all’analisi dell’utile o
della perdita di congiuntura deila Compagnia derivante dalla
differenza tra cio che si dovrebbe pagare (in termini reali) e
cio' che in effetti si paga,nell’ipotesi che il contraente fac-
cia fronte ai propri obblighi contrattuali mediante il versa-
mento di un premio costante,

8i considerino pertanto due distinte epoche di valutazio-
ne to € t1 ed indichiamo con z e £ la valutazione monetaria di
un danno nella stessa gravita in to ed in tg1.

Sia

d 14
(5.1) p,—e}f f

3
g
Pty
1’indice unitario della variazione dei prezzi da to a t4, 11
gquale se maggiore dell’unita riflette una situazione di perdi-
ta del potere di acquisto della moneta (inflazione), se ugua--
le all’unita il potere di acqguisto € costante,ed infine se in-
feriore all’unita un recupero del potere di acquisto (rivalu-

tazione), In media risulta:
E=pa

che pone in relazione la valutazione £ in t,; alla valutazione
z in ts. Si supponga ora che per un determinato rischio conmas-
simale nominale m il contraente paghi da ¢g a t;, con scadenza

periodale, il premio pattuito costante



m @x

(5.2) w(m) =$% a(m) fj%-{ o 2p(2)dz +m m(z)dz]

dove ¢(z) ¢ la disvribuzione di frequenza dei sinistri valuta-
ta in tg. In effetti il contraente dovrebbe pagare in t; il
premio

m o]

; -
—[  E8(£)dE +m g(é)déj

n
5.3 Fln) == aln)
(5.3) Tn) =g v,

=l
™

=2
~—

1

in cui g(¢) ¢ la distribuzione di frequenza dei sinistri valu-

tata in t;., Si noti 1’ipotesi implicita
{5.4) — =

di invarianza del coefficiente sinistri.
Il problema in esame consiste dunque nell’analisi della

‘differenza

{5.5) dinm, p) iif wfm} ~7(m)

la gquale esprime 1’utile o la perdita di congiuntura all’epoca
ty; vale a dire lo scarto tra quanto la Compagnia dovrebbe in-
cassare e quanto in realta introita.A tal fine si supponga che
la ripartizione dei sinistri secondo la gravite dei danni da
ognung di essi causati sia la medesima in tg e #,:

(5.6) ®(z) . ~ g(&)

ta t=t1

Tenendo presente la {(5.3) e la (5.2), la (5.5) diventa;

(5.7) | dim,p) = [d(m)-a(m)]

n
N

Al fine dipervenire ad un’espressione compatta della dif-
ferenza tra i due risarcimenti medi a{m) ed a(m), per l'ipote-
si addotta si ha:

41 -

e h

£ - pr
(5.8) glu)du = | o(u)du =] o(u)du
0. 0 0 '

Derivando ambedue i membri rispetto a &:

_Lo(L
6(¢) - pq)(p)

E pertanto € possibile cosi’ scrivere il risarcimento me-
dio @(m): ' ~
m @
£g(£)dE +m g(§)dc§:|:

n

(5.9)

1[' Eq)(.f’c_)dgm —i-tp(i)dg]
nlJ, P\ Y

La (5.9) esprime il risarcimento medio in t. mediante la

distribuzione di frequenza ®(*) adottata in tg.Bicordando la

trasformazione z=£/p, si ha:

£=2p ; d& = pdz

e soatituende nella (5.9):

([ [7 )
(5.10) cafm) = ;—{p‘f zqﬂ(z)dz' + I C[J(z)dz:l
o mn

v
oppure

» - .
(5.11) a(m) =£—[f z@fz)dz+ — (p(z)dz]:pa(—)
N A - Pha ‘ o
P

In base alla (5.11) il premio che si dovrebbe pagare di-

venta:
- _ n _ _ n ﬁn) m
(5.12) 7(n) = a(n) --ﬁpa(_ :m(_>

F. Cetta 6
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vale a dire il premio in tg relativo ad un massimale m/pP anco-
rato all’'indice di variazione dei prezzi p. Per la (5.7), te-

nendo presente la (5.11), otteniamo:

def

(5].3) d(m,,o) = -ﬁ(m) -‘ﬂ(m) =
n|p 1
:TV‘ - f z(p(z)dz+—rf—- p(zjdz |- — z@{z)dz +m Qfz)dz|f=
n o n :
0 z 0 m
D
X e 3 o
1 A
.=F pf 29(z)dz +m cp(z)dz—f zp(z)dz -m | @(z)dz
0 B 0 oy

ra
Ma risulta;

: _
zm(z)dz:tf-zm(z)dz+ zp(z)dz
0 0

" .3 ‘ m

ol=

(5.14)

w© @ n

mi @(z)dz-m| @(z)dz=n)] o(z)dz

n

=
i

Sostituende quindi nella {5.13) e semplificando si ricava

infine:

n n
z

{5.15) dim, o) =‘§— (p-i)t[‘ 29(z)dz + (m-z)@(z)dz}
4

n

]

Tale differenza d{m,p) definisce compintamente in termini
compatti 1] problema in esame, Infatti rispetto al segne di p

si ha:

ISRy,

(5.16) d(n, p) = 0 =3 7(n)

FASLLAYS
P

min) == p

In sostanza la (5.16) sta a significare che:
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a)- se il potere di acquisto della moneta ¢ diminuito
fp>1) tra le due epoche di riferimento to & t,, 1]l contraente
pagando il premio costante 7(m) in fo paga meno del dovuto in
t,, risultande 7(m) >7(m), e di conseguenza l'Impresa consegue
una perdita di.congiuntura;

b)- se il potere di acquisto viceversa € aumentato (p <1),
verificandosi T(m) <7(m), il contraente si trovera ad esborsa-
re una somma superiore a quella dovuta, con un utile di con-

giuntura da parte della Compagnia.

6. Un'applicazione

8i consideri un portafoglio costituito da N =2.000 con-
tratti, con v=160 polizze sinistrate per un totale di n =200
sinistri ripartiti secondo la seguente distribuzione per im-

porte del danno (in migliaia di lire):

Classi di danmno N. dei sinistri Costo sinistri
0 - 10.600 120 960. 000
16.000 — 20.000 50 650,000
20,000 = 30.000 15 405,006
30.000 ~ 46,000 10 320.000
40.000 —~ 50,000 4 164.000
' > 50.000 1 55. 000

Totale n o= 200 A=2.558.000

Tenendo presente il danno totale A, il premio puro in as-

senza di limitazione superiore risulta:

A A
(6.1) mea L Ll 0 081, 2512, 790
N N. v n

Qualora invece la Compagnia imponga un massimale m alla

copertura, il risarcimento totale & dato da



(6.2) Afm) =f 29(z)dz +mf 9(z)dz = s(m) +mnim)
0 m

in cul:
s{m) = costo sinistri di importo inferiore al massimale;
n{m) =numero dei sinistri il cui importo eccede il massimale,

Nel prospetto sottoindicato vengono riportati i valori sia

. . A
del risarcimento totale A(m) che di quello medio afm) = (m)'
al variare del livello m:
Livello del
Risarcimento totale Bisarcimento medio

massimale

10. 000 1.760. 000 | 8.800
20.000 2.210.000 11,050
30.000 2. 465. 000 ‘ 12.325
40.000 2.535.000 12.675
50. 000 2.553.000 12.765
illimitato 2.558. 000 12.790

3 v + . . . n 0 . -
Noto il coefficiente Slnlstl]v==O.1, e immediate il cal-

colo del premio puro. Infatti si ottiene:

mo mim)
10. 000 880
20. 000 1105
30.000 1233
40,000 1268
50.000 1277

illimitato 1279

essendo

(6.3)
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n
Tf(m) =—N-ha‘(m,) =F-—_—n—-m N

ed inoltre sussiste la relazione asintotica

(6.4)

lim 7(m) = lim = aim) - lin alm)
-t m—+o N N po+o




Capitolo Terzo '

LA FUNZIONE DI UTILITA'NEL RAPPORTO ASSICURATIVO

1, Considerazioni generali

Intendiamoe per utilita uf{+) una funzione reale di varia-
bile reale applicata ad un importo monetario %:

u(+)

u - xeR »uxER

Nel seguito c¢i riferiremo ad una funzione di utilita u(x)
misurabile secondo V., Neumann e Mongerstern, cioe 1l’utilita di
tipo bernoulliano. Tale funzione consente di quantificare le
conseguenze di scelte possibili a differenza di una definizio-
ne di utilita’ ordinale la quale fornisce soltanto una risposta
alla graduatoria delle preferenze di un soggetto decisore. In-
tendendo pertanto conu{x) il beneficio economtico derivante dal-
la disponibilita’ di un imperte x, nel prosieguo volendo vedere
quale ruolo essa ha nei rapporti assicurativi esamineremo in
primo luogo la sua struttura generale, ed in secondo luogo il
significato operativo riferito al comportamento déll’assicura-
to e della Compagnia di Assicurazioni.

Supponiamo per il momento che (x) sia una variabile de-
terministica, la gquale assune di conseguenza soltanto valori
certi, La funzione u(x) ¢ tale che consente di scegliere tra
due (o piw) prospetti, il cui risultato e completamente preve-
dibile,in base ad una regola di decisione coerente con il com-
portamento razionale. Se indichiamo con x, e %, 1 ricavi deri-

A B
vanti dall’'adozione rispettivamente di A e B, allora:

ApB <= u(x,) >u(x,)
(1.1) AiB &> u(x,) =u(xy)

ApB <= u(x, ) <u(xy)

in altri termini sceglieremo quel prospetto cui compete una u-
tilita’ maggiore. In pratica ciascun decisore economico valuta
il proprio schema di preferenze secondo diverse tipologie ana-
litiche della funzione di utilita’. E precisamente:
a)- u(x) convessa: u'(x) >0, u"(x) <0
ovvero con utilitd marginale deecrescente, tipica di una si-
tuazione di awwversione al rischio;
b}- u(x) concava: a'(x) >p, u"(x)>0
ovvero con utilita marginale crescente, tipica di una situa-
zione di propensione al rischio;
c¢)- u(x) lineare: u'fx)=cost. >0, u"(x)=0
ovvero con utilita marginale costante, tipica di una situa-

zione di neutrelita’ al rischio,

Esempi di funzioni appartenenti alla classe a) sono:

u(x) =c logx ;o afx) =V;

) 1
rx] ; u{x)=x~-—2—-rx2

1
n(x)=— [1-e
r
Apparteﬁgono al secondo gruppo funzioni del tipo:.

u(x) =e * ; ufx) -ax’-x {a>0)

Ed infine al terzo gruppo quelle che possonc essere espres-
se da una forma lineare: uf{x)=ax (a>0),

Al fine di fornire una misura della disponibilite ol ri-
schio puo essere preso in considerazione il sepuente coeffi-

ciente assoluto di avversione al rischio:

de u'(x
(1.2) Pq ==f ___JL;L
u'(x)
o in termini relativi:
de u” xf
(1.3) o, —mf -x (
w'(x)

Tale coefficiente p_, assume qualsiasi valore reale



~0<p <+ ed in particolare si ha;

P, >0 — u(x) & convessa
(1.4) p, <0 e " " concava

P, =0 - " - " lineare

Come avremo mode di notare funzioni di utilita di tipo e-
sponenziale negativo godono della proprieta’ che il coefficien-
te assoluto di avversione al rigchio ©, ¢ costante (>0). Ed an-
cora sussiste la proprietd# che per P, 0 la funzione di uti-

litd tende ad assumere la struttura lineare. Infatti posto

1 -rx
uix)=—[1-¢ ]
r ,
si ottiene @2 =r. Quindi,sviluppando in serie di Taylor il ter-
, -rx
mine e :
2 8
-rz rx rx
P .7 AN | ),

2! &

si ricava

(1.5) _Zim[i(i’—e;”')J=limlz—{-(i-ﬂrx- (rx) ):[::c
: 0| r 0| r ) 2!

S1 noti che la funzione di utilita quadratica u{x}=x- Errxg

€ una approssimazione di quella esponenziale,potendo scrivere:

(1.6) u(x) -1 e "7 L 1- ferx- (rx) _ L rx- l::il_ =
: ‘ " r 2! r 9

1 2
X - o—rx

2

2. L’utilita attesa

Nell’ipotesi che il decisore si trovi a dover effettuare

N e
una scelta tra due (o piw) prospetti aleatori fHed, 1 cui im-
porti siane variabili casuali con distribuzione Qﬁ(x) e @ﬁ(x),

la funzione di utilite’ u(*} diviene a sua volta una funzione di
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variabile casuale.lLa regola di decisione in questo caso si ba-
sa sulla scelta del prospetto con utilita attesa piu elevata,
In altri termini, indicando con u=E[u(x)] 1’utilita’ attesa, a-

vremo che:
, ﬁpé@ Eplu(x)] > Eglu(x)]
(2.1) ‘ . ﬁ'iﬁ@Eﬂ[u(x)] =Eglu(x)]
Apd = Bglu(n)] <Eylu(x)]
E’ interessante notare che qualora la funzione di utility
abbia una struttura in cendizioni di avversione al rischio del
tipo quadratico u(x)=x-ex ,con a= 1 como dall’approssimazio-

ne con l’esponenziale negativa, si ottiene immediatemente:
(2.2) Elu(x)) = Elx-ax®] =E(x) - aE(x°) = E(x) - a[a"-(x) ¥ EE(x)]Q]

Tale relazione pone in evidenza che in questo caso 1'uti-
lita atteésa risulta essere definita in corrispondenza di due

parametri di valutazione: 1l valor medio E{x) e la varianza

2 . ) ‘ . .
o (z} del prospetto aleatorio considerato.Particolare interes-

se riveste l’interpretazione geometrica di Elu(x)].Posto E(x)=p
e scrivendo E=k=p-a[02(x)+p2] la condizione Elufx)]=sk=costante
definisce un insieme di funzioni dit indifferenza o di isouti-
lite’ in corrispondenza delle possibiii coppie di valori (#,G(x))

associati ad un prospetto aleatorio.

a x)
u=0
O (%)==~ .ll--~—-~ ----- : Og (%)
0 : [
/ s 7 kg 7 W

F. Cetta 7
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Ora, dal momento che:
O [u(x)]
— — = 1 - 2au >
u
. 3 . . Lo 2 .
in quanto la funzione di utilita’ u{x)=x-ax" ammette valore cri-
. i »
tico x = Ta © solamente per valori xgx, va considerata; ed
a : .

inoltre poiche

9E{u(x)]

= -2ac <)
filog ‘

si evince che la famiglia di curve {Z=k} si dispone per valori
erescenti dell’utilita attesa secondo 11 senso indicato dalla
freccia. Pertanto il criterie di preferenza enunciateo induce a
confrontare per ogni prospetto aleatorio le possibili combina-

zioni (M,U(x}). Infatti siano dati:

£=(m, %(1)) ; 0§=(#¢3: ‘{g(x))

A

Il prospettolﬁ\dene preferito in quanto giace su una cur-

Eid
va di indifferenza con utilita’ attesa maggiore did%, e ‘'valgono
di conseguenza-i criteri di dominazione noti nella Teoria del-

la selezione del portafoglio. Vale a dire:

) se gy(x) =oy(x) e pg<py<=Brd
2.3

se Tu(x) <ogg(x) e mwaga‘:%rd‘l?pﬁ

L'intersezione ¥ della curva di indifferenza con l'asse
delle ascisse consente infine un immediato confronto con un
gualsiasi altro prospetto con medesima utilita’ attesa e varian-

za nulla.

3. I1 rapporte assicurative

Al fine di evidenziare alcune propriete caratteristiche
della funzione di utilita’ consideriame un soggetlto economico

il quale si trovi di fronte alla scelta tra un prospetto alea-
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~
N
torio ¢f ed uno certo B copsi’ caratterizzati:

%1 prob. o

(3.1) o = B =1 xo

x, prob. 1-a

E’la tipica situazione di un individuo al qualenyiene of-
farto un importe xg cbntro' una scommessa aleatorias%; nel ri-
ferimento assicurative si pue intendere la deciijone tra 1’ e-
sborsare xo per cautelarsi da undanno-eventuglegﬁ oppure |'ac-
cettare il rischio. Al prospetto aleatorio S e associata ]’u-

tilits attesa
(3.2) Exlu(x)] =T =qu(xs) + (1-0)ufx,)

mentre per B: u{xq).

In@icando con x=0x,+(1-d)x, 11 valore attuariale del pro-
spetto A e quindi con 1’identite xo=% il premio puro in base al
principio di equite’, il problema di scelta si identifica per-
tanto tra il pagamento del premio ¥ e 1’affrontare i1l rischio.
Vale, per quanto detto, la seguente regela di decisione:

HAp B =i >u(xg)

-~

(3.3) AHi B =P u=ufx)
A 7B = T<u(x,)

L.La relazione
(3.4) .J@p B <= 0>u(x)

per x20=%, definisce una situazione di propensione al rischio;
~

‘se viceversa B;h%<?$>ﬁ‘<u(;) ildecisore‘Breferisce il prospet-

to certo a quello aleatorio; se infine i B =>u=u(¥) vi ¢ in-
differenza tra i prospetti, situazione di neutralitd nei con-
fronti del rischio.Qualora sussista la disuguaglianza & >u(X),
la differenza O-ufx) assume 1l significato di utilite addizio-

nale attribuita alla situazione rischiosa.
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4, Certo equivalente e premio di rischio

Per certo egquivalente si intende quella somma da ricevere
{o pagare) per certa per la quale il decisore ¢ indifferente
tra il possedere (esborsare) tale somma e l’importo aleatorio
di un prospetto EE Bicordando che la relazione di indifferenza
¢ u(xg)=ii, se indichiamo con ¥ il certo equivalente,esso € ta-

le da soddisfare la seguente upuaglianza:

{(4.1) viu(v)=a=Elu(x)]
Dalla (3,3) si ottiene: '
o~
Hp BT ou(f) <> v 5%
(4.2) A i Beruau(T) &> vaF

ﬁ”/ﬁBé?—.’b- U<u(x) € v <x

in condizioni rispettivamente di propensione,neutralita’ ed av-
versione al rischio. .

Si definisce inoltre premio di rischio m, la differenza:

= X -V se V<X
{4.3) Tyt = v-%X se V>ZX
' =0 se V=x

In sostanza le relazioni (4.2) e (4.3) godone della se-
guente interpretazione,In condizione di avversione al rischio,
quella piuw comune,il certo equivalente ¢ il massimo prezzo che
il decisore (nel nostro caso l’assicurato) ¢ disposto a pagare
per evitare la situazione rischiosa; e di conseguenza T, € il
massimo prezzo addizionale, differenza tra il premio puro ¥ ed
il certo equivalente v, che Sareépe disposto ad eshorsare per
evitare la situazione rischiosa 4. Supponiamo ad esempio che
una Compagnia richieda per la copertura assicurativa !'importo

- * N . . . 4 .
X6 > X ( );:u;questo caso 1] decisore sceglie ovviamente il pro-

(*) Va sottolineato che trattandosi di esborsi certi o aleatori da parte
del contraente, occorre considerarli come se preceduti da segno negativo.

- 5% -

spetto certo B. Richiedendo invece un importo v < zg <%, il de-
cisore sceglie ancora B ed ¢ disposto a pagare piv dell’equite
attuariale in misura della differenza x-x§ (sacrifiéio inﬁ}er—
mini monetari).Se xd <v¥ il decisore sceglie il prospettozﬁ}non
si assicura ed affronta la situazione rischiosa,in quanto sti-
ma eccessivamente oneroso 1l premio della copertura assicura-
tiva {si tenga presente che ¢ disposto a pagare al massimo V).
Da quanto esposto € evidente la prassi di un caricamento di si-
curezza sul premi puri e l'accettazione da parte degli assicu-
rati di esborsare importi eccedenti 1’importe calcolato in ba-
se al principio di equita attuariale xo=%.

Da un punto di vista geometrico, nel riferimento carte-
siano [x,u{x)] indichiamo con (x) i possibili esborsi aleatori
ammettendo da parte del contraente una disponibilite iniziale
(xc)'convergente a zero per pagamenti cregcenti in valore as-

soluto, Dall’'equazione della retta per 1 punti (xl,u(xl)) e
(&2,u(x2))'risulta:

u ok
__________ e PR - T
U(x,} L - 4
bt —
5 V' H 1 : LK = u(¥%)
b
| : PH = u(v)
|
I .
I MK = m,
(- - - : :
! 11
! 1o
: Mi K T R
x‘ Y X Xy, X, X
peBlu(x)] sufx) + [u(xg)-u(xs)] +
(4.4)

Ax,+{1-0)x -2y

= dufxg) + (1-0)u(x,).

XX,



5. Alcuni esempi

Al fine di chiarire i concetti esposti vediamo in parti-
colare, con alcuni esempi, 1l significato attribuite al wvalore
critico di preferenza ovvero al certo equivalente. Si e detto
che per funzioni diutilit# convesse tale valore critico v rap-
presenta una soglia di preferenza in quanto € inteso come quel
valore certo che consente di preferire il prospetto B al pro-
spetto B4, Un decisore avverso al rischio preferisce di solito
un importo certo ad uno aleatorio con uguale valor medio. Na-

turalmente agli importi (x) possiamo attribuire i1l significato

di cash flow nel senso di entrate o uscite,e se (x) rappresen-

tano dei ricavi allora ¥ ha per 1’appunto il significato di im-
porto minimo per il quale il decisore ¢ disposto a rifiutare il
prospetto J . Vediamo un esempio. Ad un soggetto viene propo-

sta la scelta tra questi due prospetti:

4 u(x)

1

x: =9  prob. 0.5 |

~ |

H = Theea, !

%o =11 prob. 0.5 j

]

1

|

i |

B = Xo =10 i |
Q0 L o ek .
9 ¥ X=10 11 X

Se gli ¢ offerto xd=%, risultando uf{xd)>E[u(x)], accetta
B. Anche ad una somma inferiore, tale che v <x] <%, ci trovia-
mo nella medesima condizione. Qualora ]l’importo sia uguale a v
la situa%ione ¢ di indifferenza; per valeri xd<w il decisare
accetta A in quanto u(x4) <E[u(x)], e quindi » assume il sj-
gnificato di minimo velore critico al di sotto del quale ¢ pro-
penso a correre l’alea. . .

In maniera del tutto analeoga qualora A rappresenti una
perdita potenziale e Bunesborso certo si ¢ detto che a v vie-

ne attribuito il significato di prezzo massimo che 1l decisore

- 5§ -

¢ disposto a pagare per non affrontare la situazione rischiosa
é& o in termini attuariali il premio massimo di copertura che
¢ disposto ad esborsare alla Compagnia di Assicurazioni, A ti-
tolo di esempio si supponga che per un contratto contro il fur-

to 1l rischio sia quantificato dalla seguente variabile casua-

-le:

X1

3; - 7000 prob, o =0.2
Xy =0 prob., 1-o=0.8

Il valore attuariale risulta x=- 1400. In casoc di neutra-
lite nei confronti del rischio il contraente ¢ disposte per-
tanto a pagare il premio puro P =-1400. E’chiaro che per qual-
siasi ﬁ >P piw vantaggiosa risulta parallelamehte la‘COpertura
assicurativa, In caso di avversione al rischio si supponga che
sia disposto ad esborsare un importo limite ¥ =P £ -2600; tale
somma € il massimo che intende pagare per la copertura,e l'im-
portoradaizionale di -1200 e pertanto il premio di rischio o
o sacrificio economico che si intende sopportare per evitare
I'alea. -

In termini generali sia ¢ il capitale iniziale del .con-
traente, P il premio, % ola perdita aleatoria (h,a; 0,1-2). Lo

schema decisionale puo essere. cosi’ formulato:

evento furto evento furto
s1 verifica non si verifica
accettare la copertura c-p ¢ -P
non accettare la copertura C-h C

I prospetti a confronto dungque sono:

~ C-h prob, o .
(5.1) H = B =§C-P
Cc prob. 1-a

In caso di indifferenza si ha:

(5.2) Elu(@)] =u(C-P)



e per u{x)=x la (5.2) diventa;
(5.3) €(C-h) + (1-a)C=C-P

da cui P =ah (valore attuariale del prospetto aleatorio).

In caso invece di avversione al rischio risulta:
(5.4) Elu@h)) = Elu(C-h)] < u(C-P)

Possiamo pertanteo dire che il premio massimo che il con-
traente & disposto a pagare per cautelarsi da un danno even-

tuale ¥ ¢ deducibile dalla seguente relazione;
(5.5) Ela(C-x)] =u(C-P)

laddove G-P (e P) ha dunque il significato dicerto equivalente,

Nell’ipotesi C=0 ed adottando una funzione di utilite di tipo
1

1 o . ’
quadratico u{x)=x- — rx  con valore critico X, —, si ottiene

per la (5.5):

r

: 2 2
(5.6) u,(P) __.E{u(x)] _;’_.51) - i-\/(i-rﬁ'(x)) +r o (x)
r

Come si puo’ notare tale premio P ¢maggiore di quello cal-
colato in base al principio di equita’ attuariale P=E{x).Le due

misure coincidono se e solo se r=0. Infatti dalla uguaglianza

(5.7)

1 V{i-rE(x))zw"?ag(x)

r

= Efx)

. . , 2 2 ) 2
s1 ricava sviluppando r o (x}=0, che, essendo o (x)£0, € wvera
per r=0, ovvero la funzione di wutilita e di tipo lineare.

5i consideri come applicazione la seguente offerta:

~ xi=1 a='0.8
7 - B-lx-0.6 (r=0.5)
£, =0 1-a=0,2

Per la (5.6) il decisore ¢ disposto a rifiutare 1'alea per
1”importe limite P=0,736; per valori inferiori accetta il pro-

spetto

Se, viceversa, consideriamo la seguente alternativa:

~ x1=—i 05=0.8
(5.8) A = B={ xo =-0.87 (r=0.5)
' x, =0 1-a=0.2

allora risulta P=-0,82 quale massimo premioc che si ¢ dispe-
st1 a pagare, e di conseguenza la copertura assicurativea viene .

respinta.

6. La distribuzione del rischio

Qualora si consideri la funzione rdi utilita esponenziale

negativa

rx

1 .
(6.1) ufx) = :—[i—e ]

con la variabile casuale % distribuita secondo un’assegnata
funzione di ripartizione ®{x),in base alla definizione di cer-

to equivalente
(6.2) | P:u(P)=Elu(x))

si ricava:
1 -
(6.3) P=-—logEle ]
r

Formuliamo ora alcune ipotesi sulla distribuzione &(x}.

Se X ¢ una variabile casuale Normale con media 4 e varianza
2 f s 2 . . . . .

0‘(x'mﬂ?p,c')), consideriamo una funzione di utilita del tipo

(6.1}

rx

u(z) =1-e

con coefficiente assoluto di avversione al rischio o =r. In ba-

se alla {6.2) si ottiene:

F. Cetta 8



+ o

} i(x-,u ? e pertanto
uix)] & e |
u(x) = u(x) dx = (6. 10) Py 1 02
: ) . = o= — I
(6. 4) - owvgﬁ | 2
_ Anche in questo caso si verifica immediatamente che se r=0
x ,u. .
--”d allora P =p.
x -t . - .
o-)\/Q'n U,‘;‘ Fermo restando la (6.1},sia ¥ distribuita secondo una va-

riabile casuale Binomiale. Dalla (6.3) si ha:
Passando alla variabile standardizzata z=

: -
1 - n! -
+m =~ — log, [Ozxpxe re Y (.1'~p)n x} )

1 : _:.z.z - ro e pru xf(nux)f
(6.5) Elu(z)] =1 - —" 2 dz (6.11)

U’v_- : _ ‘ . )

-r" n . -r
=- —log, |{-p+pe :l =- — log, [1-ptpe ]
r r

. 7 ., . ,
ed aggiungendo e sottraendo r 09/2 all’esponente della funzione

integranda, si ricava quindi: Sia ora % distribuita secondo una variabile casuale di
. Poisson. S1 ottiene in guesto caso:
' 1 2 1 2 2 .
1 -?(z+ro,l —-E(Qr,u-r o) 2 x -h
Elu(x)] =1 - _ - e : ‘e dz = P=——1-Zog Z Mts Ae _
oCNIT . o | € %!
(6.6) | x r
+ 0 - « -r -Ae”
1 2 _2 1/ et ro -y 1 A Ae™T (?Le ) e
dgrue v20?) ___( _#) 1t e .-
- i-e P ) 1 X e 2 o dx (6.12) - log,|e e ;x- =
oNam
, . , 1 [-)\(1 e '")] : .,
Poiche’ ro” & un termine costante, consideriamo la nuova = T lage ¢ :—; (-e77)

.. A 2 .
variabile X=x+rc” e sostituendo: ~
Nel caso infine che ¥ sia distribuita secondo una varia-

. 1(2. PRy 1 g_#' 2 bile di tipo Gamma, abbiamo:
- Zru-r -={ =D
(6.7) Elu(x)] =1-¢ 2 . -——-:1-—*—- e N7 74z ®
-ax b b-1
ON2T W) 1 -rx e a x
' P=-— loge e ——b—Td =
E quindi in definitiva: ’ 0 (b-1):
1 W22 b ® b ob-1 -fatr)z
=(2ru~r-c”) 1 .
(6.8) Elu(x)] =1-¢ 2 (6.13)  =- — log { —o— | L&) ¢ dxb -
; r ¢ (CI+I")b 0 (b—_f_)!
Dalla (6.2) incltre: ' '
1 -ric2 : b r
” 4 re o) =-Mge(1+_0
(6.9) 1-e =1-e r a




7. L'utilite dell’ Impresa

Per quanto concerne la linea dt condotta di una Compagnia
di Assicurazioni la quale si trovi nella condizione di dover
stimare 1l premio P necessario a garantire la copertura di un
rischio, possono essere svolte alcune considerazioni tenendo
presente una prefissata struttura di utilita’, St supponga che

' Impresa stessa operi in condizione di avversione al rischioe
. L _ 2 . . .
e sl ponga gquindi con u(x)=x--3rrx la relativa funzione di u-

tilita’, Sia inoltre Wil fondo di garanzia disponibile.Nei con-

fronti di un evento dannoso, ad esempio

v def X E prob. d
(7.1) A 2.
Xg = () pFOb.‘i-C’L

.

lo schema decisionale diventa:

evento evento non
s1 verifica 81 verifiea
offrire 1la
d Wi+P - x4 W+P
copertura
¥ W

firi
non oiflrire }d

la copertura

In questo schema sono riportate le possibili situazioni
patrimoniali in corrispondenza delle decisioni e degli stati di
natura; situazioni patrimoniali ovviamente a sbadenza, subor-
dinatamente alla decisione presa ed al verificarsi o meno del
sinistro.lLa regola di decisione fondata sull’utilite’ attesa di

ciascuna alternativa diviene pertanto:
dy p dy <= E[u(W+P-Z)] >u(W)
(7.2) dy i do <= Elu(W+P-%)] = u(W)

d, p dy &= Elu(¥+P-%)] <u(W)

In questo caso 1l premio P quale fattore discriminante tra
le prospettive pud essere desunto dalla relazione di equiva-

lenza:
(7.3) u(W) = Efu(W+P-%)]

vale a dire quell'importe per il quale l'Impresa ¢ indifferen-
te tra l'accettabilita o il rifiuto del rischio. Tale premio
naturalmente & il prezzo minimo da richiedere per 1’assunzio-

ne della copertura, per la quale dovra sempre realizzarsi in

concreto la disuguaglianza

(7.4) u{#) < E[u(W+P-%)]

Se, in particolare, la Compagnia valutasse la situazione
rischiosa mediante una funzione di utilita’ di tipo lineare, la
relazione di indifferenza (7.3) comporterebbe P = £(x), ovvero
un premio calcolato in base al principio del valor medie;e na-
turalmente la soluzione con una funzione di utilite quadrati-
ca, o comunque -con qualsiasi altra funzione convessa, risulta
sempre superiore al valore attuariale. Pertanto dalla (7.3) si

ricava:-

_ (14rE(x)-1¥) AW %20 (x)

r

(7.5)

In tal mode P & completamente determinato; tuttavia, af-

finche il discriminante della radice risulti positivo, occorre
1

tener conto del vincolo W+ofx)< — {si noti tra 1’altro che del-
r

le due radici dell’equazione consideriamo laminore per la pre-

senza del valore critico x,= — ). Come applicazione, dato il
r

rischio:



risulta P=0,84., Se avessimo considerato invece una funzione di

utilita esponenziale negativa avremmo avute, in luogo della

(7.5):

1
(7.6) P==-logEle ]
r

Con.1 dati dell’esempio precedente si ottiene P =0,83. E
.opportuno netare che il premio ora ¢ indipendente sia dal fon-

do di garanzia W sia dalla variabilite’ del rischio.

8. Le decisioni dell’ assicurato
Supponiame che un individuo, in condizioni di avversione
al rischio, abbia una struttura di utilita del tipo quadratice
-2 , . - . . .
u(x) =x - 1? rt e consideri l’eventualita’ di assicurarsli contre

un evento. dannoso rappresentato dalla seguente variabile casua-
le: '

i
~3
=
n

L)
oo

Zq .
= (r=0.1)

Zo

Lod
z

it
<
=
1
=
n
<o
5]

Tale individuo abbia una somma iniziale € =g, ed una Com-
pagnia gli offra la copertura della perdita eventuale % in
cambio di un premic P. Ci chiediamo quale sia la decisione mi-
gliore dell'individuo tra }’accettare o non accettare il rap-
porto assicuraﬁivo, al variare dell’importo P, La situazione
puo’ essere schematizzata nel prospetto seguente, laddove ven-
gono riportati 1 valori delle conseguenze o capitale finale di-

sponibile:

evento evento non
si verifica si verifica
non accettare
di G"Zj_ C
la copertura
¢-P G- P

accettare la
dg
copertura

In base al principio dell’utilita attesa vale 11 seguente
schema di preferenza (si osservi che la decisione d,,se presa,
comporta una conseguenza certa),dove indichiamo con (x) le di-

sponibilita’ finali C-7 oppure C-P:
dy p dy <> E[u(C-%)] >u(C-P)
(8.1) dy i dy €= E[u(C-%)] =u(C-P)

dy o do<=> Elu(C-%)] < ﬁ(c-P)

Applicando tale regola di decisione, si ha innanzi tutto:

dy~Elu(x)] =E[ufC-%)] =E[c-z-%r(c-z)2]=
j_ o i 2
(8.2) =C-E(z)- 3 ré - 5 rlo (z)+E7(z)]) +rE{z)C
1 2
dy ~C-P- —5r(C~P)

* ’ . . . .
Il valeore P ottenuto mediante larelazione di indifferen-

za

dy i dp == E[u(C-%)} =u(C-P")

rappresenta il livelle di premic discriminante, determinando
. * ‘ ,
il certo equivalente C-P a scadenza, Dalla-(8.2) pertanto si

ricava:

(8.3) p* = [rC'I]'*ﬂ/[rG-i-rE(z)] tric (z)

r

dove prendiamo i1l segno positivo della radice im quanto'il fat-

1

tore rC-1 € negativo per soddisfare alla limitazione z =-—.
- r

In base ai dati forniti otteniamo:



u(x)k
- N g
| ufz) =x-0,05 x°
I
P I | | u(C-2z1) =u(1) =0,95
_ I
| U(C-z,) =u(8) = 4,8
W2l e - - ' '
i : E(z) =5,6
! _
!
: | o%(z) = 7,84
I |
| -
095 f-— - - - I | ! u=Flufx)l =1,72
! | ) I
1 .
i ! | ! u(C-E(2)) =2, 112
] Il ’ l * *
0 L L e P =6,1;, C-P =19
Cc-z, C~P* C-E(z} C-z; %
119 2,4 8

7
Quindi il wvalore discriminante P puo essere considerato
come quell’importo massimo che 11 decisore ¢ disposto a pagare
per trasferire il rischio alla Compagnia di Assicurazioni, Ov-
vero la scelta tra le due alternative risulta cosi’ formulata:

dy p dp <=3 Elu(x)] > u(C-P) per P>P"

]

(8.4) dy i dp <= Elu(x)] =u(C-P) per P =P""
dy p dy == Elu(x)} <u(C-P) per P<P"

Come si nota P*=6,1>E(z)=5,6, cioe’ 11 decisore ¢ dispo-
sto a pagare fino a G,i; somma maggiore del danno medio £{z) e
quindi del premio calcolato in base al principieo di equita at-
tuariale. Cio’ che in sostanza la (8.4) pone in evidenza & che
qualora la Compagnia offra la copertura al prezzo P>P" il de-
cisore non si assicura, affronta il vischio, mentre al prezzo
PP’ si assicura, valutando maggiore 1’'utilita derivante dal-
la perdita monetaria (G-P} chenon quella derivante dalla perdi-
ta alcatoria. La somma addizionale m, = [G-E(2))-[C-P"] =0,5 ¢
pertanto il premio di rischio, il surplus che il contraente ¢
disposto a pagare in aggiunta all’importo equo E(z) =5,6 per

trasferive la situazione rischiocsa all’Tmpresa, E'interessan-
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te infine notare che P poteva essere determinato mediante la
intersezione con le ascisse della curva di indifférenza u=1,72
nel riferimento cartesiano {£(z),c(z)}. Infatti risolvendo ri-

spetto a w=E(z) 1’equazione
' 1 2 1 2 2
(8.5) C-;L—--—Q-rC~-§—r[U (z)+p ) vy rCu=1,72

e sostituendo 1 dati:
0,05 u° +0,2 - 3,08 =0

. .
Per 1’appunto w=P =6,1 ¢ 1l premio cercato.

* £ *

Si consideri ora un modello decisionale in cui la funzione

~rX
1,

di utilita’ sia di tipo esponenziale negativo u(x)=-— [1-e
r

-4 . . . .
con r=10 *, non si disponga del capitale iniziale e l’evento

dannoso sia rappresentato dalla seguente variabile casuale:

- 5000 a'=0.005

X1
~t
% =

g =0 1-0.=0.995

Diversamente da quanto esposto in precedenza, si supponga
che la Compagnia richieda per la copertura il premio P=-40. In
queste condizioni il danno medio risulta E(x)=-25 contro l'e-
shorso certo di —40. Il fattore discriminante ¢ immediatamente

ricavabile dalla relazione

(8.6) P* -~ Ltog Bl ]
r
GYVEero
(8.7) P =-10" log,[0,005 ¢°°+0,995] =~ 32, 38

3 * . I . .
Risultando |P| >|P"| il decisore non si assicura,

L 4 £

F. Cetta 9
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Supponiamo che 1’importo del danno sia reppresentato dal-

la funzione f{x) =Aexp({-Ax)., In questo caso, non essendo nota

la perdita eventuale, posto A= ! , dalla (8.6} si ottiene:
5000

[+1]
(8.8) P =-10* loge[0,00S e " f(x)dx+0, 995]
0
Risolvendo 1l’integrale:
co fae]
, Y - (A= : A
{8.9) erxhe Fdx = A e ( r)xdx = e
A~r
0 0 ’

da cui il premio P'=-49, 88. Poiche |P| < [P"] 1'offerta ¢ favo-

revole.

9, Il caricamento di sicurezza

Consideriamo un contratto per una copertura assicurativa
che preveda 1’esborso ¥, variabile casuale danno assolutamente
continua, con distribuzione F{x) =Pr{¥<x}. Come € noto il mi-
nimo premio P che la Compagnia ¢ disposta a far pagare per ac-
cettare il rischio ¢ fornito dalla relazione di equivalenza che,

in particolare per W=0, risulta:

(9.1) f u(P-%}dF(x) = u(0)
¢

Per il principio di equita attuariale invece si ha;

(9.2) -P=f xdF(x)
0

e considerando un caricamento di sicurezza Ap,l’esborso effet-
tivo del contraente diviene (i+ho)P.Nell'ipotesi ora di un fon-
do di garanzia W£0 e per un portafoglio costituito da n con-

tratti indipendenti ed omogenei rispetto alla copertura previ-
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sta, la disponibilit# finanziaria dell’Impresa risulta:
(9.3) - Wan(tero)P

Nel caso di singolo impegno il risultato economico ¢ dun-
que W-%, e pertanto alla situazione di rischio <W;F(x}> ¢ as-

sociata l'utilite attesa:
d ” -
(9.4) ulW,F(z}) *-;e-if'u(w-x)dﬁ'(x)
0

Nel caso, invece, di n contratti il risultato economico &=
{9.5) Wanfi+ro)P - %

o def

, . . fn) ~
dove % === ¥,+%s +... +§n con distribuzione F (x)=Pr{% ¢ x}=

=fF«FxF«, . *F convoluzione n-sima di F(x). La situazione di ri-

(n)

schio in questo caso diventa <Win(f+Ao)P;F  "(x)» con utilita

attesa pari a

(9.6) ulWn(1mo)p, b (x)] f_?___ff u(m”(imo)P-x)dF(n)(x)
0 .

Consideriamo 1l’applicazione di una funziene di utilita di

. , 2 : .
tipo quadratico u{x)=-ax +x con a= ?;r, Per 1a (9.4) otteniamo:

(9.7) w[W, F(x)] =W-P - a(W-P)% - ac”(x)

dc)weP:"[I xdF(x), mentre Crz(x)z_zf (x-P)zdF(x). Per la (9.6)
0 ¢ ’

invece Tisulta:

(9.8) ufWen(1eno)P, B (x) ] = WankoP - a(WenhoP)? - anc®(x)

Se, d’altro canto, prendiamo in considerazione una fun-

zione di utilita’ esponenziale negativa, a meno di una costante

-ax . . K .
additiva, del tipo u(x)=-¢ » -per n={ (portafoglio costituito
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da un unico contratto) si ottiene:

s3] w

-afW-z)

(9.9) ulk, Fix)]-- dF(x) =-e | e ar(zye-e M y(a)

] 0

In generale, considerando n impegni, l'utilita' attesa ri-

sulta:
[44]

u[W+n(i+7\0)P,F(n)(x):]=— ‘e
0

-a(W+n(1+Ao)P-x)dF(n)(x):

(9.10) =-e.ﬂ(w+n(1+A0)P) eaxdF(n)(x)=

0

«afWkn(1+ig )P) n
gla)
Dall’'esame della {9.10) sorgono due problemi interessanti:
*
la determinazione del valore n* e del valore Ag che massimiz-
zano l’'utilita’ attesa, A tal fine introduciame una funzione di

valutazione H(n,Ay) tvale che:

Hin, o) iii log (-u} =loge{-u[%+n(1+A0)P,F(nl(x)}} =
{(9.11)

=n log g(e)-alW-an{1+ro)P =nilog, g(a)-a(l+Ag)P]-alf

Poiche max([u] =min[-u), essendo H(n,Ao) funzione lineare
n n

in n e non dipendendo il numero dei contratti da Ay, ne deriva

che la strategia ottima della Compagnia consiste nell’assumere’

un portafoglio piv numeroso possibile non appena risulti:
(9.12) log,g(a) <a(l+ho)P

Per. quanto concerne il secondo problema, max[ul, supponia-
&)
mo che nella (9.11) 1] numero dei contratti n dipenda dal ca-

ricamento -di sicurezza Xg, ad esempio sussista una relazione

lineare del tipo n(Ag)=ng-BAs.In termini economici si puo’ con-

- A0 -

siderare n(hp) quale furzione di domande della copertura assi-

curativa in corrispondenza di un assegnato livello tariffario

-Ko. Applicando pertanto alla (9.11) la condizione necessaria

di massimo, si ha:

cH(n,ho) dn{ho) dH(n,hg)
B
n dhg T Mg

= ) ==

=> -Bllog,g(a)-a(1+ho)P] - n(ho)aP = 0
(9.13) .
= f log, g{a) = Ba(1+ro)P - a(no—BP\O)P].

> Blog,g(a) =PLBa( £+2o)-ano]

equazione in Ag che formisce per 1’appunto il valore ottimo

cercato.



Capitolo Quarto

LA STABILITA DELL'IMPRESA E IL RAPPORTO RIASSICURATIVO

1, Commento intreduttivo

In questo capitolo verranno analizzati due problemi fon-
damentali per la gestione di una Compagnia di Assicurazioni;
quello della solvibilita’ o insieme di condizioni per le quali
si ¢ in grado di assolvere agli impegni contrattuali, e quella
della stabilite del portafoglio, ovvero dei mezzi teecnici (ri-
assicurativi) idonei a garantire un prestabilito grade di si-
curezza, E' evidente che 1 due problemi in questione sono tra
lore interdipendenti.

La valutazione complessiva del rischio dell’Impresa, nei
suoi molteplici aspetti,puo essere effettuata mediante due di-
versi atteggiamenti o punti di vista: ]’uno di carattere sta-
tico, l’altro dinamico. Secondo !’impostazione classica o in-
dividualistica della Teoria del rischio, si1 tiene conte di un
portafoglio chiuso e si esamina la probabilite di rovina o con
riferimento ad ununico esercizio (schema elementare) o con ri-
ferimento alla completa estinzione delle polizze. Alternativa-
mente si puo’ considerare un portafoglio aperto {acquisizione di
nuovi contratti) nel suo complesso,impostazione collettiva®™),
e determinare la probabilite di rovinma in un periodo illimita-
to; da cui la dizione di rovina asintotica, In ambedue i casi
1’analisi riguarda le condizioni affinche la gestione non sia

soggetta a fallimento e la ricerca di mezzi limitativi dell'a-

{*) Lundberg: Ueber die theorie der Ruckwersicherung, 6° Congr. Inter. At-
tuari, Vienna 1909, Some supplementary researches on the collettive risk
theory, Skand, Aktuar, 1932, -

G. Ottaviani: Suila teoria del rischio del Lundberg ed il suo legame con
la teoria claossica, G.I.I.A. 1940.
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tea,nonche dei criteri oggettivi per la determinazione dei pie-
ni di conservazione,

Nella nostra indagine ci intratterremo in una prima fase
a considerare la solvibilita’ secondo 1'impostazione colletti-
va,in particelare tenendo conto di quanto gia esposto nel pri-
mo capitolo., Successivamente,con riferimento ad un unico eser-
cizio, verra analizzata la probabilita’ di rovina e definito 1l
problema della stabilite’, Infine, per quanto concerne il rap-
portce riassicurativo,si considereranno alcuni modelli decisio-

nall fondati sulla massimizzazione dell’'utilita attesa.

2. La solvibilita dell’ Impresa

Con riferimento ad wuna situazione di rischio 4W,F(x,t)>,
in cui con W indichiamo il fondo di garanzia e con F({x,t) la
funzione di ripartizicne del processo di Poisson composto, 1l
problema della solvibilit@ in un intervallo [0,t] pud essere
cosi’* formulato, Ricordando che E(Z(t))=&t#=w? g 1]l volumeé dei
premi puri di competenza o controprestazione dell’impegno glo-
bale, il guadagno aleatorio che la Compagnia potra’ realizzare

nel periodo risulta;

(2.1) () = Atp- ¥(t)
con valor medio

(2.2) E(y) =mp-E(x) =0

Se la variabile casuale y(t) ¢ distribuita secondo la fun-

zione di ripartizione G{y,t), si ricava;

H

Gly,t) =Pri{¥(t) <y} =Pr{ntu-%(t) <y}

{2.3) =Pr{¥(t)>Atp-y} = 1-Pr{¥(t) g Atu-vJ

® k
: -A At ko* :
= 1-Fixtu-y, t] =1 -Zo;\ke t—(—T’)——-S (Atit-y)

Indicande con W(0)} la disponibilita patrimoniale deila Com-



pagnia in ¢=0, la disponibilita’ al tempo t risulta dalla rela-

zione:
(2.4) Wit) = WO) + [1+KO]7QP- %(t)

con Ag uUn opportuno caricamento di sicurezza. Sostituendo la

(2.1) =1 ottiene:
(2.5) Wit) =W(0) + homp +F(t)
E pertanteo la probabilita di rovina:

def

aft) Pr{#(t) <0} =Pr{¥(t)<-W(0)-Aomp} =

(2.6)
-_r_G[-,W(O)-AOﬁJ;.]

ovvero la probabilita che nell’intervallo considerato [0, t]
1’Impresa sia insolvente. Come si pucd notare la (2.6) & de-
terminata in corrispondenza della distribuzione F(x, t) del pro-
cesso di Poisson generalizzato, presente nella (2.3). Se for-
muliamo 1’ipotesi E(x)=t vale a dire che la speranza mateﬁati-

ca degli esborsi ¢ uguale alla junghezza stessa del periodo

def

(t === tempo operazionale), la (2.4) diventa:

(2.7) W(t) = WiO) + [1+holt - X(1t)

Tale relazione sta a significare che in questo case lo
sviluppo del capitale della Compagnia ¢ descritto da un proces-
so stocastico ad incrementi indipendenti. Se il foando W{t) ri-
sulta negativo in un qualsiasi istante interno all’intervallo
di osservazione [§,t], 1’Impresa ¢ insolvente e rovinata, Nel-
1’impostazione collettiva lo studio viene esteso mnel caso in
cui t -+,

E’ opportuno osservare che questo problema puo’ essere im-
postato e risolto facendo riferimento ad una successione di va-

riabili casuali del tipo:
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i~ =
Wi=Wo +&y
w? =Wy + &4 +&,
Wt=WQ +§1+§2+... +§t
IR
dove si indichi con {51,52,...,Et,...} i guadagni (o perdite)

aleatori delle polizze che vengono a scadenza nei successivi e-
sercizi.
v

La probabilita che almeno una delle variabili casuali W,
risultl negativa definisce per 1'appunto la probabilita di ro-
vina G(t),

Un confine superiore ¢g(t) per ¢(t) sidimestra essere (De
Finetti);:
(2.9) aft)<do(t) def -7t

: !
tn cui ¥, definito coefficiente di sicurezza, ¢ direttamente

proporzionale al caricamentl di sicurezza applicati ed inver-

samente proporzionale alla variabilita dei guadagni aleatori.
Nell'ambito della teoria asintotica 1l problema della ro-

vina di un’Impresa puco essere altresi’ considerato quale gioco

Ft[p;q] tra un soggetto decisdre e la natura (la massa degli

~assicurati) (3,

Si supponga pertanto che il banco,nel nostro caso la Conm-
pagnia, glochi ogni partita contraddistinta dalla-seguente va-
riabile casuale guadagno:

+1  prob. p

(2.10) ¥ = ,
-1 prob. g=1-p

Disponendo inizialmente di un capitale 0 gkgN {variabile

(*) D.First: La¢ rovine dei giocatori nel ceso di riserva limitata, G.I.1.A.
1956; Il caso limite del problema della rovina dei giocatori nelle ipotesi
di riserva limitata, G.I.I.A. 1957.

F. Cetta 10



intera) la successione.delle vincite o delle perdite definisco-
no a scadenza o un capitale finale uguale a zero, nel qual ca-
g0 1]l banco ¢ rovinato e il gioco termina, oppure un capitale
uguale ad N,Tale situazione competitiva viene considerata for-

malmente come una passeggiata aleatoric conunabarriera assor-

(t)

bente in zerc ed una riflettente in N. Se indichiamo cen p,
la probabilita’ che alla t-sima partita 1l banco possieda 1l ca-
pitale k, dal momento che stiamo considerando un processo mar-

koviano, si ottiene:

(e+1)  (t) (t) :
{2.11) P, =PP_, v P sy (k=2,3,...,N-1)

mentre per k=1 e k=N

(t+1) {t)
Fi =(4pao
(2.12)
(tt1) () {t)
Py PPy tPPy
con
(t+1) (t) (t)
Po =Po +dpa
boich@
. (tt 1) . (-) 55 {¢)
: t+ t
(2.13) Zo:kpk =§kpk =y =1
(t+1)

segue che note le probabilita p, (k=1,.,.,N) rimane deter-

. Do (e+1)
minata la probabilite pg in quanto:

.

1 +1

(2.14) pd T et LY
(4)

ed ¢ quindi possibile ottenere p, ' in corrispondenza delle va-
riabili inteve & e t.In tal modo la probabilita' di rovina vie-
ne definita quale situazione di fallimento del banco alla t-

esima partita,

D‘l\

Al fine di illustrare la dinamica del risultato economico
di gesticone (2.1) e del fondo (2.4), si considerino due diver-

se strategle tariffarie:
(2.15) TL)Y 7= (1+hg)m = (1+hg)htu
(2.16) T2) Toe=w +PBofx) =Nt + BA N,

la prima riguardante un caricamento di sicurezza esplicito
# <Ay <1 applicate a m, la seconda con riferimento invece ad
un’aliquota 0 <8 <1 dello $.q.m., ovvero un caricamento di s1-
curezza itmplicito. . .

Per la (2.15) il risultato ecanomico diviene:
¥ et - X = (14hg)htu - %

con media E(Y) =hom =Aohti e varianza o2 (3) = Aty =o(x). Men-

tre, tenendo conto della posizione (2.16), si ricava:

E(¥) = BANti, = Bo(x)

(2.17) 2 v ' 2
o®(5) = Mtpg = 0% (x)

Per quanto concerne il fondo finale, nelle due alternati-

ve esposte, sapendo che
(2.18) W(t) = WO) +5(t) =W(0) +7 - %
in hase alla Tl} risulta:

ELW(t)l = W(0) +hom = W(0) +Aohtu
(2.19)

o (W) =\tu, =0 (x)

E per la T2):

E[W(t)) =W(0) + BA Atpo = WO) + E(¥)
(2.20)

" (W) =Nty
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3. L’ impostazione classica (unico esercizio)

Esaminiamo ora ilproblema della determinazione della pro-
babilita’ di rovina @ soffermando l’attenzione suun unico eser-
cizlio {t=1) e trascurande 1 nuovi ingressi; potremo comundque
svolgere -medesime considerazioni qualora s’intenda seguire il
portafoglio assicurate fino a completa scadenza di ogni poliz-
za,nel qual caso occorre pero’ valutare finanziariamente le con-
seguenze aleatorie (guadagni o perdite).

Supponiamo dunque che 1'Impresa disponga di un portafo-
gliof?(?i,fé,...,%;) costituito da n contratti indipendenti
ed omogenei, riferiti cioe alla medesima copertura assicurati-
va, ed indichiamo <con 3} 1'impegno aleatorio della i<sima po-
lizza (i=1,2,...,n) con funzione di ripartizione S(z,).In que-
sti termini il premio puro, se ?i ¢ assolutamente continua, ri-

sulta:
@

(3.1) Bz 2 n o | 2480z,

0

nell’ipotesi di non ripetibilita’, ed il premio caricato:

, ¢
(3.2) mooe (I4N )T =T 40y

in cui hoi € un caricamento di sicurezza e ¢;=A_,7.. Il guada-
gno aleatorio che la Compagnria potra realizzare nell’esercizio
sul contratto i-simo €& pertanto:

~r c ~
(3.3) X, =T - Z,

con speranza matematlica e varianza:

4 c
E(x,}) =m, -E(z;) =7, -7, =¢,

3.4 o (x,)=E[(x;-c; ) [-B[(mve -2,mc )] =B [(2;-7,)%] =0 (2,)

Essendo glin contratti indipendenti,l’'impegno globale del

portafoglio risulta:

(3.5) Yo%, +804... 2
con media

n

(3.6) mu=Egla]=§¥m%)=;ﬂn=ﬂ

Tenuto conto inoltre del caricamento

n . I
(3.7) | ¢ =¥ikoiﬂ‘i =;ici

la massa premi diventa;
[
(3.8) W =7 4+ cC

Di conseguenza il guadagno aleatorio realizzebile risulta:

(3.9) ¥=%y +%ab... + 7%

%,
con media
. n_ n
(3.10) E(x) =§;iE(xi) ‘=5;1. c,m¢
e varianza;
n
(3.11) o’ (x) =Zi:i-02(x1.)

Se indichiamo con W il valore iniziale del fondo di garan-
zia, sara W+¥ il valore del fondo a scadenza. Obiettivo fonda-
mentale dell’Impresa ¢ quindi quelld di condurre la gestione
in modo che alla fine dell’esercizio il guadagno non scenda sot-
to 1l fondo di garanzia, o perlomeno sia piccola la probabili-

ta:
d .
(3.12) drﬂrPr{W+"i<0}=Pr{§<-W}

definita probabilite di rowina, probabilita che a chiusura 1l

fondo si trovi in deficit. Parimenti la probabilita

(3.13) 1-a=Pr{% 2-W}
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rappresenta una misura del grado di sicurezza . Nell'ipotesi che
il portafoglio sia costituito da numerosi contratti,per n — 4w,
in virty del Téorema del Limite Centrale, la variabile casuale
guadagno ¥ si distribuisce Normalmente con media E(x)=c e va-
rianza Oz(x), Vale a dire:

- (x-c)‘z.

T Toei(x)
(3.14) o =Pr{¥+%¥ <0} Elx) .

1
o(x) Nt

oppure, standardizzando:

- ¥
(3.15) @ =Pri¥<-W -6 [ ”]
: oz}
in cui notoriamente;
A
2

1
(3.16) ' (&) = —

¢ la funzione di ripartizione della variabile casuale Normale
standardizzata. E' chiaro, dal grafico che segue, che la pro-

babilita di rovina ¢ appena definita risultera tanto minore

Wie
ofx)

quanto maggiore ¢ il rapporto

W+¢
9[’ om]'

i

_ Wrc o
o{x)

Come applicazione si supponga che una Compagnia di Assi-
curazioni disponga in un esercizio di un portafoglio cemposto
da n = 1000 polizze, rischi indipendenti edomogenei (somiglian-

ti) con distribuzione

-az.

(3.17) o~ 8(z)=l-e ¢

e parametro a =50, Assumendo un fondo di garanzia Wy =1 ed un

caricamento di sicurezza Ay =1,5% applicaﬁo aclascun cqontrat-

to, si intende determinare:

a) la probabilita’ di rovina;

b) la probabilita’ che il fondo a fine esercizio Wi sia compre—
so tra 1]l 20% e 1’80% del fondo iniziale Wy;

¢) la probabilita di un fondo finale non negativo;

d) la probabilita’ di un fondo finale maggiore od uguale alla
capitalizzazione di Wy al tasso i =40% medio annuo di accre-
scimento.

Per quanto esposto in precedenza si ottiene:

2
a

1 :
E(z;) =0,02 =—; o(z;) =—= 0,0004;
(3.18) 62(2) =noﬁ(zi) =0,4; o(x)=0(z)=0,66325
M m0,02; 7 = (140,045)m, =0,0203; ¢, =k 7, =0,0003

ed il risultate economico atteso E(x) =2¢;=nc,=c¢ =0,3 con
variabilita o(x)} =0,6325,
Sulla scorta di tali informazioni ¢ possibile determinare

le probabilita’ richieste,

a) PROBABILITA' DI ROVINA

@ =Pri{l, <0} =Pr{¥<-w,}

e standardizzando

- WO+C 3;"(‘
¢ =Pr{s&<- dove £ =
ofx) ofx)
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Nel caso in esame risulta:

0 =Pr{£<-2 06} = 1-Pr{£ < 2,06}=

=Pr{£22,06) =1-8(2,06) =

=0,0197

b)Y SOGLIA DI RISCHIO

Pér soglia di rischio s'intende l’inte?vallo [0Wo, BHs],
con & =20% e B =80% nel quale deve essere contenuto il_fondo

finale Wi. Si ha quindi:
v =Prialy < W, <PBW,} = PrioWy < Wo+% < BiWo} = Prialo- Wy <% < Bia- Wo)
e standardizzando:

Wo(a-1)-c §"< Wo(B-1)-c

v=Pr -
afx) AL A1E)
=Pr{-1,74<&<-0,79) =
=Pr{€<-0,79} -
0 el
-Pr{€ <-1,74} = ' -1,74 ~0,79 3

S1-6(0,79) - [1-6(1,74)) =6(1,74) - 6(0,79) =0, 17383,

c,d) FONDO FINALE

Per quanto figuérda: la probabilita’ di un fondo finale ¥,

non negativeo, si ottiene immediatamente: .
- =Pr{ly 30} =Pr{£<2,06} =6(2,06) =0,98030

L'ultima probabilita invece,riferita alla capitalizzazio-

ne del fondo iniziale, risulta:

e PrilW, 2(1+i)Wo} = Prillo+x > (1+i) Wo} =Pr{% 2iWo}=1-Pri{x <iWo}

e standardizzando:

3
3
=Y
3
g~
~
e nem,
Q| =
—~ 1
=
—la
o~
=
[9)
t
o
s
1]
™
~
(._._\_
Uy
Fal
q o
=
=
w9
~l o
[N
1l

ofx)

]

1-Pr{€<0,16} = 1-6(0,16) =0, 43644

4, La stabilita dell’ Impresa

Una volta definita la probabilite’ di rovima, affrontiamo
il problema della stabilita’ della gestione in unesercizio;que-
stione che naturalmente introduce al rapporto riassicurativo,
Nel caso in cui la variabile casuale ¥ non si distribuisca Nor-
malmente (portafoglio poco numeroso), il Cantelli'"’ ha for-
nito un'cbﬁfine superiore Oo di @, in base ad una geheraiizza«
zigne del teorema di Bienaym%-Tchebycheff,'e precisamente:

d
(4.1) 3 =Pr{¥<-Wgag 2 !

(W-+cj5
1+
afx)

Risulta che a parita di guadagno medioc ¢, quanto minore ¢

la varianzé-GQ(x), tanto maggiore € il grade di sicurezza ot
=W+c/o(x)} dell’ Impresa. Assumendo pertante quale indice di si-
curezza il fattore W+c/ofx)}, la Compégnia‘dovry.gestire il por-
tafoglio in modo da mantenerlo stabile, al fine di non altera-
re la propria situazione finanziaria, I1 problema della ridu-
zione della variabilita’ di ¥, e quindi di ¥, viene generalmen-
te affrontato ricorrendo al rapporto riassicuratiVO,frattenen-
do per proprio conto una parte del portafoglio. Sulla misura
della quota conservata, vale a dire sulla determinazione del

pieno di conservazione, ci soffermeremo nel prossimo paragrafo

(¥*) F.P, Cantelli: Su due applicazioni di un teorema di 'G.Boole alla sta-
tistice matematicae, Atti della R. Acc. dei-Lincei, Roma 1917,

F. Cetta : il
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trattando in particolare il noto problema dei pieni relativi ed
assoluti dovuto a De Finetti''’, Per il momento osserviamo che
il pieno di conservazione deve essere comunque stabilito in
modo tale che 1’indice " non diminuisca, facendo pertanto au-
mentare la probabilita’ di rovina Gy, e rimanga su livelli sta-

biliti, Ad esempio per unm nuove contratto Zo che preveda l'im-

egno aleatorio Sg con probabilita’ po oppure nulla con roba-
peg P P PP _ p

bilita' go, .dovra verificarsi la disuguaglianza:

W ' No S,
(4.2) o - +C < W+e+hoSo
ofx)

1/02(x)+poqoS§

dove il caricamento di sicurezza Ag ¢ applicatc all’importo So.
Affinche o, rimanga stabile la Compagnia potra acquisire

questo nuovo impegho compatibilnernte con il vincolo:

o

ir+c
Podo ) (7\0 )2
0.2(’5) . W+e

altrimenti vedra’ compromesso il grado di solvibilita.

(4.3) So €

5. Il problema dei pieni

Supponiamo che al'fine di aumentare 1'indice di sicurezza
W+c/o(x),vale a dire nell’ottica di contrarre laprobabilita di
rovina, 1'Impresa trasferisca parte delportafoglio ad una Com-
pagnia riassicuratrice.In tal modo naturalmente vi sara un sa-
crificio nel guadagno atteso; il problema che vogliamo esami-
nare ¢ appunto quello di individuare la strategia ottima di tra-
sferimento del rischio,e quindi la migliore politica assunzio-
nale o determinazione dei pieni di conservazione per ogni con-

tratto de! portafoglio assicurato. Con riferimento ad un trat-

{*) B De Finetti: Il problems dei pieni, G.1.1.A. 1940,
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tato 1n quota l’analisi pud essere effettuata in due fasi di-
stinte; nella prima si risolve il cosiddetto problema relativo
attraverso il quale si graduano le ritenzioni dei singoli ri-
schi a meno di uncoefficiente di proporzionalita; nella secon-
da fase, invece, si risolve il problema assoluto, vale a dire
si determina il coefficiente di proporzionalite {moltiplicato-.
re di Lagrange) fissando un livello minimo della probabilita di
rovina. S1.consideri dunque, con riferimento ad un unico eser-
cizio, il portafoglio Jv(?i,fg,..,,fn) gia’ definito nel terzo

paragrafo, Se indichiamo con:

B.

i

quota conservata dall’Impresa per il contratto

i-simo (0P, <1);

(5.1) T
1- 8.

1

quota ceduta al riassicuratore

allora 1l guadagno sulla i-sima polizza diventa Bizi con valor
medio E(B %, )=B.c, e varianza Jg(ﬁ{xi)=ﬁjaz(xi). Per 1’intero

portafoglio 1l guadagno aleatorio di conseguenza risulta:

(52) %‘:’3=Ba§1+82’f2+...+6%

n n

con speranza matematica

Cod
(5.3) E(xﬁ) =iI g =Bicy +Baca+... +B e,
e varianza
d 2 C e o,
(5.4)  o"(xp) i) ag=PBiot (1) + B2 (v2) + ... +Bo0" (%)

Mediante 1l rapporto riassicurativo la probabilita di ro-

vina sara dunque:

W+cb

(5.5) o?=Pr{W+3c"ﬁ<o}=@ - —

T
B
B

fine superiore;

. . . . N . . -t .
, nel caso non sia valida 1'ipotesi di Normalite di xﬂ,ll con-
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(5.6) Pr{w+§*ﬂ<o} <

Cio posto, il problema relativo consiste nel! determinare
le aliquote ottime B: da conservare al fine di rendere minima
la probabilite .di fallimento. Vale a dire si tratta di risol-
vere il seguente problema di minimo vincolato, con funzione o-

biettivo espressa da una forma quadratica:

nin Oé = B0 (x1) + B2o” (x,) +Bao"(xa) + ... +B:Ugfxn)

{B;}
(5.7) Bicy ¥Bgc2 fao ?Bﬂcn 365
0gB, <1 (i=1,2,...,n)

Come si puo notare la funzione obiettivo si riferisce al-
la variabilita del portafoglio,mentre il vincolo rappresenta la
speranza matematica del guadagno totale,ovviamente ridotto ri-
spetto alla condizione iniziale, che 1’Impresa stessa stabili-
sce; ad esempio cB=Bb una opportuna aliquota B del caricamento

complessivo ¢. Dal Lagrangiano:

‘ n n
(5.8) L(B,. k) ig):;i Bio”(z,) +k[c5-;iﬁiciil
applicando le condizioni necessarie di minimo

3L(B,, k) oL(B,, k)
(5.9) %, = 0 BT 0
s1 ricava la strategia ottima:
(5.10) B’ =-’;— -;C—I———

T (x)

la quale dipende dal moltiplicatore di Lagrange k, indetermi-

nato, e deve .essere tale che OéQBzé 1.

Per risolvere, come seconda fase, il problema del pieno
assoluto, si ordinano le n polizze per valori decrescenti del
rapporto ci/og(xi) indicando con n, il numero d'ordine (dipen-
dente da k) della ultima poiizza; se qualche B*=1 il contratto
in questione non viene riassicurato. Sostituende pertanto la

(5.10) nel vincolo lineare, risulta;

(5.11) oo -t 22—t . 3

i

2 0 5 (xi) e+t

c.
1

relazione ‘che, nota 1'aliquota B, consente di ricavare i} mol-
. + . * .
tiplicatore k. In corrispondenza della strategia ottima Bi si

ottiene il seguente valore della funzione cbiettivo:

2 Tk | 2 n
k ¢y :
2 2
{5.12) Oﬁ:T 21:. . +- zi'cr (x;)

[
lod (xi) L+t

In modo del tutto equivalente, per determinare il parame-
: . . . o A e
tro k si puo fissare un livello stabilito Up della probabilite
di rovina

. R : W+cﬁ
(5.13) ozozpr{&"ﬁ<-w}=9 . —

.0"8
e, dal momento che per la (5.11) e (5.12) il coefficiente di

sicurezza W+§3/0h dipende da k, possiamo serivere:

W+e
(5.14) - = Q(k)
lo‘ﬁ

e di conseguenza la relazione
(5.15) 6lo (k)] =8,

consente di ricavare numericamente il valore del moltiplicato-

re di Lagrange k.
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E’ interessante osservare che dal punto di vista geome-
trico la funzione obiettivo determina in S {spazio euclidgo)
degli ellissoidi, mentre il vincolo ha come immagine degli i-
perpiani paralleli. Nel caso particolare n=2, nel riferimento
cartesiano {P3,,8,) le linee dilivelloj?Bl,Bg)=Bf02(x1)+BEUQ(x2)
sono ellissi omotetiche riferite agli assi, mentre il vincolo
Blc1+Bgc2=cﬁ definisce al variare di €g un insieme di rette pa-

rallele con coefficiente angolare negativo.

8.4

I e N N VEUJJ

N F(B..8,)

Bf Cr+32 € = Gp'/?\.

0

Y .-—-————.

B

Il vincolo 0B} <1 (i=1,2) impone che la soluzione otti-
ma B:rdeve essere interna o sulla frontiera del quadrate di
lato unitario con vertici opposti nell’origine O0=(0,0) e nel
punto V=1{(1 1}, Al variare di ¢g la strategia ottima ¢ quella
relativa ai punti di tangenza con le ellissi.

Come applicazione si consideri un portafoglio costituito

da n = 10.000 contratti, ripartiti nei seguenti gruppi:

G.1.
-80z. .
niy=23.000 S(z,)=1-¢ ho = 1%
G.I1.
~40z.
ng =5.000 S(z,) =1-¢ ¢ Mo = 1, 70%
G.III.
-80z.
na=2.000 S(z,)=1-¢ ¢ Ao =0, 5%
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Tenendo presente che la Compagnia stabilisca B =.30% sul
caricamento complessivo, le aliquote da conservare (B:,B:,B:)
per ciascun gruppo possono essere determinate una volta defi-
nita la funzione obiettivo ed il vincolo lineare. Si ottiene

innanzi tutto:

7 -og(zi) =oﬁ(xi) ‘og(xl) =n102(xi)
G.I. 0,017 0,00028 0,833
nq =J3.000
c; ihoni c1==n1howi =nc,
0,00017 0,51
7, o*(2;) no’(x,) () =nyo’(x))
G, II. 0,025 0,000625 3,123
na = 5,000
Ci =)LU’J'Ti Cg. 5”201:
0,000425 2,125
T og(zi)_=o}(xi)‘ o2 (xg) =n302(xi)
G.III. 0,0125 0,000156 0,3125
‘ng =2.000
c; = Aofl; €3 =ngc,
0,0000625 0,125

In base a tali informazioni il problema di minimo diviene;

min 0,833 B2 + 3,125 B2 +0, 313 B2
B;

(5.16) { 0,51 By +2,125 B, 40,125 By =0, 828
0<B, <1,

“
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ed imponendo le condizioni necessarie di ottimo (5.10):

.k
B = %Y - 0,305 k
Q 2
a (x1)
k
(5.17) BY - — 202 = 0,34k .
2 o (xg) '
.k
By = — QC” - 0.2k
2 o (‘XS)

- g . ) * v . . .
Sostituendo le aliquote Bi nel vincolo lineare =i ricava

pertanto una relazione in k:
(5:18) 0,156 k +0,723 k +0,025 k = 0, 828
da cui:

k" =0,916.

Una volta noto il valore del moltiplicatore di Lagrange,
le quote ottime da conservare sonc univocamente determinate,

Infatti, per la (5,18) e (5.17):

(5.19) B1-0,28 B.=0,31 B:=0,18

Lo s.q.m. del portafoglio ¢,=2,0665 si riduce in 0ﬂ=0’6129
dopo 1l trasferimento riassicurativo,valore desunto dalla fun-
zione oblettivo in corrispondenza delle determinazioni ottime.

Di conseguenza, la probabilite’ di rovina ex ante:

6 =Pri¥ <0} =Prif<- —}-Pri£<-1,82 -

5.2 o
( . 0 =1-6(1,82) =0,03438

31 modifica come segue:
°
Go=Pri{¥,<0} =Prdé<- —4=Pr{€<-2,98} =
8 8 = |
(5.21) ' ‘
=1-68(2,98) =0,00144

6. Il modello decisionale

Le considerazioni fin qui svolte possono essere sviluppa-
te mediante un modello decisionale il quale misuri, in termini
genérali, le §trategie ottimali della Compagnia nel rapporto
riassicurative al fine di ridurre la probabilita di rovina,

Supponiamo pertanto che in un prefissato periodo tempora-
le 1’Impresa disponga di un portafoglio § cui sia associato
1"impegno aleatorio ¥ con distribuzione F(x)=Pr{¥<x}.Indican-
do con ¥ la disponibilita finanziaria iniziale,comprendente il
fondo di garanzia e la massa premi, 1’importo a disposizione
alla fine .del periodo comsiderato sare Y=WH-% con distribuzio-
ne:

G(y) =Pr{¥ <y} =Pr{W-%<y} =Pr{W-y <%} =

(6. 1)
- 1-Pr{¥ < W=y} = 1-F(W-y)

La G(y) € comunemente considerata funzione di profitto ri-
ferita alla situazione di rischieo <W;F>». In questi termini la

probabilita di rovina a fine periodo risulta;

def
(W, F) = Pr{¥ <0} =Pr{W-% <0} =
(6.2)

[+4]

=Pr{¥>W} = 1-Pr{¥<W} = 1-F(W) = | dF(x)

con profitto attéso

«w

(6.3) E(y) =W- | xdF(x)
0

Se alla Compagnia vengone offerten possibili proposte ri-

assicurative, le quali modificano in sostanza la situazione di

F. Cetta 12
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rischio iniziale <W;F> in successive situazioni <W.;F.> per
i=1,2,...,n, lascelta potra basarsi come metro di valutazione
su quella offerta che massimizzi il profitto atteso (6.3) con
1l vincoloe d(Wi,Fi)s &o(wi,Fi), ovverp ccmpatibilmente con la
condizione che la probabilita’ di rovina relativa ad ogni al-
ternativa rischiosa si mantenga sempre inferiore ad un livello
prefissato o (W, F, ).

Qualora invece si supponga che un'Impresa cessionaria con
portafoglio ¥~F(x} debba valutare 1’opportunite dell’assun-
zione di unrischio ¥~8(z) in riassicurazione con incasso pre-
mi P, nell’ipotesi che le variabili casuali ¥ e % siano indi-

pendenti, la distribuzione di rischio cumulata risulta:

4]

(6.4) H{u)=1{ F(u-z)dS(z) =F(x) »S(z) (u=x+z)
0

Pertanto, se indichiamo con

(6.5) oW, F) i;f_ ulW-x]dF(x)

1’utilita’ attesa associata alla situazione di rischio iniziale

KW Fy, 1'offerta T~ S8(z) comporta:

o]

(6.6) EEW+3,H] gii u[W+ﬁ-u]dH(u)

ovvero una nuova utilita’ attesa, relativa pero' alla situazione
-
{W+P.H» . In base al criterioc decisionale fondato sulla massi-

mizzazione delle espressioni (6.5) e (6.6}, la proposta sara

accettata se:

(6.7) TLW+B, H] > G W, F]

- 91 -

La relazione di equivalenza H[W+ﬁ,H]=ﬁ[W,F], come noto,
consente di determinare il minime premio P che si pu¢ richie-
dere assumendo il rischio Z. Si noti che considerando la di-
sponibilite’ finanziaria come somma esplicita del fondo di ga-

ranzia W e massa premi P, tale che naturalmente

4]

(6.8) P ﬁ_if xdF(x)
0

la {6.5) puo’ essere anche scritta:

@ -

(6.9) TIW,F] = | ulWeP-x)dP(x) def e
0

e quindi in luogo della (6.6):

o [44]

(6.10)  alW+P, ) = | wlWeP+Pouldi(u) = | w*[WeP-2]dS(2)

7. Il trasferimento del rischio

Per quanto andremo dicendo nei prossimi paragrafi, ¢ op-
portuno soffermare 1’attenzione sulla dinamica del trasferimen-
to del rischio dalla Compagnia cedente a quella cessionaria.l-
potizzando pertanto che 1l'impegno aleatorio della cedente sia
rappresentato dalla variabile casuale ¥~F(x), consideriamo la
ripartizione (%,;%,) tale che ¥=¥,+¥,, in cui con ¥, si indi-
chi 1’alea che la cedente intende correre per proprio conto e
con %, 1'alea trasferita.Sia la variabile casuale doppia (¥1:%,)

assolutamente continua con densita f{x,,x;), dove

x &

) def .
(7.1) Fix) == ffs-u,u)duds

0 ¢



- 992 .

. . ~ . - . .
La cessione di ¥, implica per ia cedente una nuova situa-
2 p p

zione di rischio con distribuzione:

x x

{(7.2) Fi(z) = [ f(xl,xg)dxg] dx
. 1] 0

mentre per la cessionaria l’'acquisizione di un portafoglic con

distribuzione:

x w

(7.3} Fo(x) = | [

f(xlle)dx1]‘ix2
0

0

w . .

cui compete il premio Pg=Jn xdF,(x). In altri termini, per la
0

cedente avremo la seguente modifica della situazione di ri-

schio:
(7.4) KW F> —= <H-PyFa(x)>

mentre per la cessionaria la trasformazione <Wo+P,;F,(x)> , con-
giderando un fondo iniziale Wo,

Cio’ che verra’ analizzato nel prosieguo € per 1'appunte il
problema riassicurativo tenendo conto della funzione di utili-
e come metro di valutazione tra le alternative e delle tra-

sformazioni sulle situazioni di rischio.

8. Il trattato in quota

Si supponga che inizialmente 1'Impresa cedente si trovi

nella situazione di rischio <W;F> con utilita’ attesa:

w

(8.1) GiW,F) = | ulW-x)dF(x)

e massa premi P:

w

(8.2) P=| xdF(x)
.

Mediante un trattato in quota con un’Impresa cessionaria
si stabilisca di voler conservare un*aliquota [1-k] del proprio
portafoglio (0 k $1) e trasferire 17aliquota k.Come onere del
trasferimento kx si supponga che veﬁga corrisposto altresi un
caricamento A sui premi kP ceduti,In tal modo,il guadagno del-

la cedente prima del rapporto riassicurative risulta:
(8.3) Y =W-%

e dopo il trasferimento:

(8.4) Y o= W-[2eA] kP-[1-k]%

Di conseguenza 1'utilita attesa sara, nella nuova sttua-

zlone:

L+ ]

(8.5) ﬁ[y‘] i_ﬂc, u[W-(1+>\)kp-(1‘-k)x]dF(x)'

0

DD’altro canto verra anche modificata laprobabilit® di ro-
vina e la speranza matematica del profitto ¥. Infatti, dalle
condizioni ex ante: '

<« [+ 4]
(8.6) E(y) =W~ *dF(x) : e(HF) = dF (x)
0 _ W
si ottengono le determinazioni ex post:
o

(8.7) E(y) = W-[1+\JkP - | [1-k)xdF(x)
;o
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d w (1+A)RP
af W, F) =i£ Pri¥ <0} = 1—Pr{% < Efigigi—— =
(8.8) | ” ,
W-(1 k
=1_F|:_(,M:l= dF (x)

1-k .
W-( 1+ ) kP
1% '

L'obiettivo della Compagnia cedente consiste nel ricerca-
pag

. * . .
re l'aliquota k che massimizza 1'utilita’ attesa (8.5):

problema risolubile numericamente qualora sianoc assegnate la
funzione di utilite u(*)} e la funzione di ripartizione F(x) del-
1’impegno aleatorio ¥.

Come applicazlione prenderemo in conhsiderazione funzionij
di utilita convesse e distribuzione:.

.

(8.9) F(z)=1-¢
Si consideri dunque:
(8.10) ufx) =-ax” x4 b : fb20)

con coefficiente assoluto di avversione al rischio p =24/ 1- 2ax
e valore critico xc=1/2a. bertanto dovre sussistere la limita-
zione W< 1/2a. Il valore dell’aliquota k" soddisfacente al pro-
blema di ottimo pud essere ricavato come segue.Dal momento che,

per la (§.9):

w s4)

x

(8.11) P=| xdF(z)=| xd(f-e )=1
0 4}

sostituendo la (8.10) nella (8.5) =i otfiene:
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a(¥] =—a{W2+(1+A)2k2+2(1-k)2-2W(i+k)k—
(8.12) |
~OW( 1R )+ 2(1+N) (k- ")} + W-(1+A)k-1 «k 4 b

Impenendo, pei la condizione necessaria di massimo, si ri-

cava:

on [y * -X)- -
(8.13). Z(y] =0 =k - 2a0(1-N)-A(1-2aW)

dk 2a(1+07)

Lo studio puo’ essere completato calcolando in funzione di
EYOil profitto atteso (8.7} e la probabilita’ di rovina (8§.8).

Si prenda ora in considerazione il casoc in cui la funzio-
ne di utilite della Compagnia cedenﬁe sla di tipo esponenziale

negativo:
. T
(8.14) ufx) = ——l}ée 'J
r

con coefficiente assoluto di avversione al rischio costante,

£y=r. In questo caso 1'utilita attesa (8.5) risulta:

e-r[w~(i+A)k]
1r{1-k)

(8.15) alyl = — |1 -
‘ r
e la condizione di massimo implica

(8. 16) ) k =1 - T — -

Dal confronte della (8.16) con la (8.13) si nota che nel-
1'ipotesi di adozione di una funzione di utilite esponenziale
negativa, l'aliquota ottima k& da cedere non dipende dalla di-
sponibilita finanziaria W ma, a parita del caricamento di si-
curezza A richiesto dalla cessionaria, dal cecefficiente r di

avversione al rischio.



9, Le strategie di coalizigne

Per analisi delle strategie di coalizione intendiamo lo
studio del comportamento di un insieme di Compagnie le quali
costituiscano un pool al fine di ripartire equamente le perdi-
te eventuali gravanti sul gruppo. Si supponga dunque che in un
ipotetico mercato assicurativo operino n Imprese con medesima
predisposizione al rischio, ed ognuna gestisca un portafoglio

%, ~F(x,;), con disponibilita’ finanziaria W, (i=1,2,...,n) ed

33
incasso premi Pi =jn xidF(xi). L'utilita attesa iniziale della
o 0

i-sima Compagnia risulta:
@

(9.1) Hi[Wi)Fq = | u[Wi-x]dF(x)
g
Se le n Imprese stabiliscono di costituire una coalizia-

ne, ciascuna partecipera con la copertura Z/n per ripartire la

perdita totale del gruppo.

(9.2) %’='§1+;2 +...+R’,n

de f

- - I » . . 3 n " N
variabile casuale con funzione di ripartizione F (x) —= H(z),
nell'ipotesi che gli impegni aleatori 7i=% (i=1,2,...,n) siano
indipendenti e somiglianti. In tal modo 1’utilita’ attesa nel

pool risulta:
o

. 4
(9.3) 7, 0, H) = u[wi-ﬂ dH( z)
' 0

ed ¢ evidente che la volonte della i-sima Compagnia a parteci-

‘pare e rimanere nel gruppo € condizionata dalla disuguaglianza:

(9.4) w, (W, Fl < ¥, A

de
Indicando con o ::i 11 zdfi(z) la massa premi necessaria
a

per fronteggiare 1'impegno complessivo 2, si supponga di voler
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trasferire una quota kz ad una Compagnia riassicuratrice,trat-
tenendo il rischio residuo (1-k}z, con 0€k< 1, e pagando di
conseguenza l’importe (1+A)kw, con A un opportuno caricamento
di-sicurezza richiesto dalla cessionaria.Ne deriva che la (9. 3)
diviene:

Ls4]

kil z
(9.5) W, H;k]= ”I:Wi‘”*’\)k“' (1-k) 7;-]_ dif(z)
0

Il problema di decisione si riduce pertanto a determinare

3 * . . . -
ancora una velta l’aliquota k tale da massimizzare 1'utilite
attesa (9.5). Consideriamo,a fini esplicativi, una funzione di

utilita’ di tipo quadratico:
1 2
(9.6) - ulx) =x-2rrx

La {(9.1) risulta:

_ 1 .
u, [, F] = (W -x)- 5 rW,-z)" |dF(x) =
. 0
(9.7) 4 . { 2
S e~ e |1 2 . - W
= 5 5 {7 {x) +(r IW1+P> J
in cul s1 ponga
o®(x).=| (x-P)?dF(x) . P=] xdF(x)
0 0

Parimenti la (9.3) diventa:

E-,;[wilﬂ] = | l:(- .f.)-..i:r 6?.-_2->JdH(z-) =
' nj 2 ''n
0
(9.8) _
=—-£rw:+rwi Bz) 1 r[02(2)+E(z)2:|+W.-...E(Z)
?\ n on® . n

F. Cetta ’ 13



Poiche incltre
E(z) =nE(x) =nP ; 0°(z)=no"(x)

51 ricava dunque:

. [W ] 1 r Ug(x) -< 1 i ;f
, , = o o —— 4l — - W. +P
{(9.9) _ul W?,H 7 5 - - i

In modo del tutto analogo si ottiene per la (9.5):

o 1 r Q'Ug(x) 1 A"
(910) u[W,H,k] T o — (i_k) "'——__+<'f“wi+(i+-}\k)P .
t v ‘ 2r 2 n r ) -

Infatti:

w

- [(wi_(im)k I. (1-&)i>‘_-{'r<wi-(i+>\)k'i-
. n n 2 n

2 .
- (1-k) i)]dﬂ(z) e D W L (1e0) kP
n 7 2 v 2

N (1-k)2['02(£)+E(z)2}*’"Wi(i*")“)”Wi(i'k-) E(:) _
n® |
N g E )
L) (k)RR 4 W - (180)RP-(1-k) (:)' )

n

4 e[ aetm (1 )]
_.Er__,.?[(j_k) - +<r- W, + (1+AR)P

Confrontando la (9.9) con la (9.7), si ottiene:
- r -] ’ 1
(9.12) w [w.,8] -u [, F s o (%) 1 —

ovvero l'utilita’ attesa incrementale, derivante dall’adesione

alla coalizione per la i-sima Compagnia, € crescente rispetto
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ad n e non dipende dalla disponibilita finanziaria W.. Invece,

dal confronto della (9.10) con la (9.9) ricaviamao:

g, tw, v k] -, (W, H] =

0 .
£ 2 ?\.kp - i
=M [2k-k 7] __r;..g__ [;\karg(.__ wl_+p):]

(9.13)

2n r

differenza che varia in funzione di ¥,. Qualora si intenda de-
. . . * . . *
terminare l’aliquota ottima k& di trasferimento (0<k 1), de-

rivando la (9.10) otteniamo:
) ?\P[rwi-r’"j)-ﬂ+?r02(x)

(9.14) R — —
r[K2P2+:z—gil]

n

e nell’ipotesi di una distribuzione del rischio di tipo espo-

. . -Xx A .
nenziale megativo, F(x)=1-¢ ~, in particolare:

K[rwi—r~i]+ui-

* n

(9.15) E = . 7
' r [&24—~—]
n

10, 1 trattato reciproce

Un modello decisionale di particolare interesse consiste
nella determinazione della funzione di risarcimento ottima tra
due Compagnie le quali stabiliscano un rapporto reciproco di
trasferimento del rischio.Nell’impostazione originale del pro-
blema, K. Borch ha riferito 1’analisi ad un gioco competiﬁivo
tra due persone (le Imprese che operano sul mercato) a somma
nulla, riportanao alcuni risultati di Nash e riferendosi nella
determinazione delle strategie alla cohdizione di ottimo pare-

tiano, Consideriamo dunque che in un ipotetico mercato assicu-
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rativo .operino due Imprese, che denomineremo C, e Cp, con le

seguenti caratteristiche:

[os)

Clé L_a1(x);?cli"'F1(x-1);W1;P1: xldFi(xij.

(10.1)

[os]

e

Co xQdFQ(xQ)

{uQ(x);ZQ“‘FQ(xE);WQ;PQE

. Jo
ciascuna con una propria funzione di utilite u, (), un' porta-
foglio %i' un fondo di garanzia K, e massa premi P, (i=1;?),
con %4 e %, variabili aleatorie indipendenti., Si supponga che
venga stabilito un accordo (trattato) mediante il quale si in-
tenda definire una funzione di risarcimento y[xi,xg) tale che
al verificarsi del danno (x1+x5) la Compagnia (; risarcire
y(xl,ig) mentre rlmarrw a carluo del[a Compagnia C, 1'impegno
residuo Xg+xg- y(xi,xg) In questl termini 1’obiettivo d101 comn-

siste nel determinare una funzione ottima di pagamentoy=y*{x,,x,)

tale da massimizzare l'utilita attesa del rischio globale:
. g

Ul(&’) = f f 1 [We Pi-y(xq,%2)]dFy(xy)dF (%)

max wi{y) == def ua{y )
¥

(10.2)

Analogamente per la Compagnia Cj:

ua(y) iiff f”Q[WQ+P2 Ky-2o¥y (%4, %5))dF, (xi)dF (%2)

(10.3)

de )
max Ugz(y) =f Toly )
Y

T . ' - &
Comé "si puo’ notare,la funzione di pagamento ottima y de-
ve soddisfare entrambe le Imprese; vale a dire deve essere ta-

le da costituire una situazione di equilibrio stabile, inten-
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dendo con tale locuzione 1’appartenenza ad un i{nsieme di obti-
mo poretiano. Nel caso in esame, se indichiamo con 4p 1’insie-
me di ottime paretiano (y* Ej%),-ciq’in sostanza sta a signi-
ficare che comﬁnque sl congideri una divérsa funzione y £¥, che
comporti un incremento in utilita per ['una necessariamente si
verifica una perdita in utilite per l'altra; e quindi non si
realizza per le Compagnie il problema di‘obtimo (10;2)1(10.3).
Una prima fase della ricerca della strategia di pagamenﬁo comn-
siste nella esclusione di tutte le funzioni y dominate da y*
cioe'
‘ ui(y) <usfy*)
(10.4) y: ,
uy(y) <bz(y")
Successivamente si procede alla determinazione di y*, im-
ponendo la seguente condizione necessaria ¢ sufficiente di ap-

partenenza a 3} :

&1[W1+P1~y]
2[W2+Pg—x1—xg+y]

de f ‘
(10.5) Fp == {y=y*: =k (cost,>0)

In pratica la (10.5) definisce la soluzione ottima y*e.}P
sotto la.condizione che il rapporto tra le utilita marginali
delle due Compagnie si mantenga costante; situazionhe per 1'ap-
punto di equilibrio che riflette come un possibile vantaggio
per 1'una non deve implicare un medesimo svantaggio per 1’al-
tra, cosa che avviene per y#Zy". La dimostrazione della condi-
zione di appartenenza (10.5) all’insieme di ottimo paretiano
puo’ essere impostata {ci riferiremo alla parte necessaria) os-
servando innanzi tutto che, se y*'Ej$ , allora debbono risul-
tare incompatibili le seguenti disuguaglianze:

NI ==£ uily) -ui(y ) >0

def _
iy 2L Faty) -Haty?) >0

{10.6)

per qualsiasi altra funzione y¢ j}. Si osservi che le relazio-
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ni di preferenza:

& Ui(y) >ua(y’)
(10.7) ypoyt
| , &= Uaofy) >Ta(y")

si contraddicono reciprocamente,in quanto,come si e detto, per
una funzione di pagamento non appartenente all’insieme 3} , 17in-
cremento in utilita’ di €, (Al;) comporta AT, <0 per Co. Al fi-

ne di verificare che Negr D, <0, sia:
{10.8) ¥ =y* +Q(xy, %5)

con }A(xi,xg)] funzione infinitesima. Considerando la disponi-

- bilite finanziaria W;, si avre per la Compagnia Cy:
{10.9) AT =f f [M(Wi;y*-ﬂ)"ua.(wryﬂ)]dFi(xl)dFQ(xQ)
] 0

e poidhe”|A(x1,x2)1'*O, possiamg scrivere:

. We-y*- - w‘*m--
(10.10) ‘ us(Wamy?-b) - ua(ha-y?) = g [We-y*]

A-(xj_, x.Q)

Sbstiﬁuendo quindi la (10.10) nella (10.9) si ottiene?

[>4) w

' Aﬁaiw1“y*}ﬁ(x1:xﬁ)dF1(x1)dF2(x2)
o do

(10.11) A, = -

Parimenti, con riferimento ad una dispontbilita® finanzia-
ria W,, avremo per la Compagnia Cy:
(10.12)
& . [es]
Al - hg(WQ-xi-x2+y*+&)—u2(wznx1-x2+y*)]dF;(xi)ng(xg)
0 i

ed approssimando il rapporto incrementale:

(10.14) AE, =
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Wo-x4-25+ *+A) - Woexq-xoty ) .
(10.13) uo(Wo-x1-2, Y J-uo(MWo-xq-x, yo) - ﬁQ[W2~x1-xg+y*]
A(x1,x2)

Sostituendornellé (10.12), si ricava:

w ui]

[a¥)

{52 [Wg‘xi-xg“'y*]a(xl, xg)dFi(xi)dFQ(XQ) A
0 ¢

E’' immediato, dal confronto (10.4) e (10.11) 1'asserto.

Cio posto, se indichiamo con

. de - 4
1—1-1(0) —._—"'"..f U1[W1+P1-X1}dﬁ_'1(x1) o ‘
' 0
(10.15)
- def o
uo (0) =2 u2[W2+P2-xQJdF2(x2)

0 .

" rispettivamente leutilita’ attese delle due Compagnie prima del

rapporto riassicurative, il comportamento razionale suggerisce
ad entrambe di accordarsi su una funzione di pagamento ottima

v e Jp soddisfacente alle disuguaglianze:

Ta(y") 25.(0)

Ta(y") 282(0)

(10. 16)

Tale modello decisionale,nei suoi caratteri geﬁérali, non
formula particolari ipotesi sulla struttura della funzione di
utilita' delle Imprese, ne specifica le distribuzioni di proba-
bilita Fi(x.) e Fo(xy) degli impégni aleatori ¥, e ¥,. Pertan-
to l’analisi puo’ essere opportunamente estesa considerando di-
versi atteggiamenti delle due Compagnie nei confronti del ri-
schio; dalla diversa disponibilita all’alea si ottengono. S0-
stanziali modifiche nella funzione di pagamento y (x,,x,).

Si consideri dunque la seguente ipotesi:
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. Hpl): o ui(x) =asx+b
(10.17) E (a'la aQ;'b >O)
Up{x) =dax +b
ovvefo entrambe le Compagnie sono indifferenti al rischio. In-
dicando per semplicitd z=x,+x, e riferendoci ad una disponibi-

lite' finanziaria W, (i=1,2), la condizione (10.5) implica:

ny[Wy-y)
&QEWQ'Z"'.YJ

(10.18) =k == a4 =kag

In questo caso, data 1la sﬁrutturg lineare delle funziomi
di utilite’, non si perviene a nessun accorde di ripartizione
dell’alea. Supponiame invece, come seconda ipotesi da discute-
che:

re,

Hp2): wafx) .-z +dx
{10.19) _ (a>0)

Cupfx}=ax

cio€ la Compagnia C, valuta le alternative mediante una fun-
zione di utilita convessa-di tipo quadratico, con coefficiente
assolute di avversione al rischio £, =2/¢-2x e punto critico
% _=a/2; la Compagnia C; e indifferente al rischio. La funzione

. . * .
di pagamento ottima y risulta:

* 1
(16.20) y =Wy -T[a-k]

Si osservi che y" e’ indipendente da (x,,%,), e pertanto ¢
interpretabile come prezzo che la Compagnia C; paga alla Com-
pagnia (o ﬁer il trasferimento dell’intero portafoglio: impor-
to che dipende dalla costante di proporiionalita’k, per il mo-
mento indeterminata, Al fine-di valutare il valore k sul quale
le Iﬁprese si accorderanno, definiame prima di tutto un inter-
vallo di ammLSSthlLta I(k) in cui deve necessariamente essere

contenuto. Per la (10 16) =1 ha:

i def a'l[y*(k)] >U4(0)
(10.21) I(k) =
' Toly (k) >uo(0)
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Calcoliamo le utilita attese %, ;{0) prima del rapporto ri-
assicurativo e U, [y (k)] dopo il rapporte (i =1,2). L’ utilita

attesa iniziale d1 €, risulta:

51(0) = wlWo-2,YdF (%) =
0
(10,22) =] [-(Wa-ma)®sa(Wax1)1dFs(x2) = - (Ho-Po)"+
; ,
v a(Wy-Py) - 0% (x,)
dove Py =| xsdFi(x1) e 0 (x3) = | (2:4-P.)°dFi(%,),

0 0
Mentre per Cu: '

s @€

u[WQ-xg]dFQ(xg)é

[WQ“xQJdFQka) = Wé“PQI
0 - Sy '

(10.23) uq.(0) =

Dopo 1’accordo 'sullas funzione y* data dalla (lO.QO),Ie u-

tilita attese divengono:

(10.24) Ty (k)] f f ui[wi ¥ (k)]dF (xl)dFQ(xg)
f f [ Wi-y (k)) +a<W1 y (k)):ldpl(xl)ng(xQ) _

. (wi-pf1+;;; (a-k)>2+a( p- Wyt _é_q (é-k))]dFl(xl)lgFg(;z) .

- ! k ’ 1
= - [?_(a- )—-] +a[—§- (a—k)].
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e o] fe1]

per la Compagnia C,, in quantof f dFi(xi)sz(x2)=1. D’al-
0 4o

tro canto per Cg:

w [}

Eg[y*(k)] = u2[Wg-x1~x2+y*(k)JdFi(xl)sz(xQ) = ;

0 0

(10.25) =f fI:Wg-x1-x.2+wl—,-—é-(a-k):'dFl(xi)ng(xf_,)=
G I
=deQ(x2)f [Wg-xl-x2+W1- ?(a—k)]dﬁ'l(xl)
0 0 '

Dal momento che

| 1 ?
(10. 26) E [Wg-xi-x2+wi- "'é- (a—k)} = Wg'P]_-XQ"‘wi- ‘—2— (a-k)

xq
si ottiene in definitiva: . _ : /
1
w, ly*(k)] = E [WQ'Pi'x2+w1' - (a-k):l-—-
. X0 2
(10.27) y
= w1+W2‘(P1+P2}“§'(G'k)

Siamo in grado pertanto di “stabilire per la (10.21) 1'in-
tervallo di ammissibilite I(k) per k:

(10.28)  I(k) ={k‘ D a-2(W,-P,) <k <'\/{a-2(W1-P1)]2+40’2(x1)}

Allo scopo di realizzare ancora una situazione di eguili- H
brio, le due'COmpagnie dovranno accordarsi su un valore ottimo ' H
P soddisfacente entrambe, La soluzione, fornita da Nash, con-
sigte nel determinare quel valore 2 che massimizzi le utilita J

attese incrementali congiunte, ovvero: !

(10.29) & wax { [@.0y"(1)1-T100)] (70" )] 0)])

(10.32)
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Tenendo conto delle espressioni (10.22), (10.23); (10.24)
e (10.27), st ottiene:

(10.30) E=%‘\/[a-2(w1-P1)]2+402(x1)+é[a-z(wl_—Pl)]

La (10.30) pone in evidenza che, aumentando % in corri-
spondenza della varianza Ug(xl), il trattato reciproco favori-
sce indirettamente la Compagnia Cp in quanto la‘Cbmpagnia Ci
per valori crescenti della variabilite del proprio portafoglio
%1 ¢ maggiormente propensa a trasferire l1’alea, trovandosi in
condizione di avversione al rischio., Occorre altresi osservare

che la funzione di pagamento ottima
i * 1 [l
(10.31) . y =_W1--§-(G-k)

decresce al crescere del parametro a presente nel coefficiente
assoluto di avversione al rischio p,, e pertanto piw basso ri-
sulta per 1'Impresa C; piv alto di conseguenza sard il prezzo
y* da corrispondere a C,.

Come terza ipotesi del modello si considerino le due Com-
pagnie in situazioni di avversione al rischio, con funzioni di

utilite convesse del tipo:

Hp3): ﬁl(x) =-a;x” +x

1
2
: ‘ 1
uafx) =-a,2x'2 + X (a2=?r2)

La funzione di pagamento appartenente all’'insieme di ot-

timo paretiano J% risulta, per la (10.5):

* Qai(wl'}'Pi)'?an(W2+P2)+2a2k(xi+x2)+k"1
y (%1,%2) = =
2az+azk)
(10.33) ‘
' an (x1+x2) . d1P1 _ GQkPQ N Qa1wl—232kW2+k‘i
a,tagk a4, +agk ai+agk 2(as+ask)

F. Cetta : I 14
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La (10.33) puc® essere anche scritta in moda semplificato:
(10. 34) y (g, %) = (1-h}lxy+x,] +hPy - (1-h)Ps + Z

dove s1 ¢ posto
p

: ok
[ ST AL LA
aytask 01"‘02'16

Sa Wi-ZakWetk-1 1 S 1
AR CELAL AL AL N OIS 3 R W
2(astazk) dag Z2a,

palla‘(10.34) emerge che 1’'accordo ottimp si basa-sp un

trattato proporzionale in quota.{nfatti,considerando y*(xl,xgj
quale funzione di pagamento della Compagnia €, alla Compagnia
Cy, osserviamo che: .
I)- €1 cede una quota h (0<h < 1) della propria massa premi
‘ P.; se 1l'evento ¥, si verifica, tratbtiene 1"impegno di
competenza {1-h)%,; - ' '
"II)- €y cede a sua volta la quota {1-h) della proﬁria massa
premi P, (difatti (I-hA)P, ha segno negativo in y*, stan-
“do a significare un incasso per Ci); se l’evento xs si
verifica, trattiene 1"impegno di competenza h¥, (e quin;
di per C; la copertura (1-h)%;);
ITI)- }'importo Z‘(% 0) rappresenta un trasferimento di par-
te del fondo di garanzia da {; a C;, o viceversa se con

segno negativo.
In tali termini per 1’ Impresa (C; si avra l’utilita’ attesa
iniziale:

[+1]

{10.35) | ui(0) = u1fW1+P1*i1]dF1(x1)l=

o

= [-ai(W1+P1-x1)? +(W1+P1-x1)]dF1(xl)==W1-a1Wf-a102(x1) =
y :

1 1 ‘
= - r“—-"- Wi-]l - Q.«]_O"Q_(xi)
4(11 L?al -{
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. E parimenti 1'utilita attesa ui[y*(xi,xg;h)] dopo 1'ac-

cordo reciproco:

Ea[y*(xiszih” =f f U»1[W1*P1“y*(x1,'xg;'h)]dF1(x1)sz(x2)=
0 do ' '

(10.36)

2

:.4_1“ al(i-h)g[:(gi L wi-wg) +»02(3cl)+02(:'c2)}_

a, [ Y 20‘.2

In maniera del tutto analoga, per la Compagnia C, otte-

niamo:
52(0) = ’ uQ[WQ"i'PQ"xQJIdFQ(XQ)'=.
I 0
€10.37) .
1 1 2 2
= Gaa - dg ?iz:- P - ;0 (%)

Ed ancora:

Hg[y*(xl,XQ;h)}=f f ‘HQ[WQ‘FPQ-JCS_-IQ'F‘Y*(X'l, x2;h)]dFi(x1)ng(xQ)
0 0

(10.38)

1 1 1 2 .
2 |
e (g ) ot e

In tal modo e completamente definito,in questo caso,l’in-

tervallo di ammissibilita’ I(h) mediante le disuguaglianze:

. def ;1[y*(x1,x2;h)] >uy(0)
(10.39) I{h) =

E;[y*(xifo;h)]:>EQ(O)

Il risultato terminale della negoziazione consiste dunque

A
nel determinare un valore h di equilibrio, in quanto, essendo

y"(%y,%,;h) una funzione di pagamento della Compagnia C; nei

confronti della Compagnia C,, il comportamento razionale di (.

tendera su unr accordo per un valore di h piw a@lto possibile:
p p 1
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il piw piccolo possibile viceversa per Co, F’' evidente l’ado-
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